Lycée La Prat’s PTSI

Devoir Maison 1

Exercice 1

On se propose de déterminer ’ensemble F des fonctions f : R — R vérifiant :

V(Z‘,y) € R2a f(x)f(y) - f(xy) =T +y.

1. (a) Soit f € F. Montrer que I'on a f(0)* — f(0) = 0.
(b) En déduire les valeurs possibles pour f(0).

(c) Démontrer par I’absurde que le cas f(0) = 0 est impossible.

2. Décrire alors explicitement I’ensemble F.

Exercice 2

Simplifier les sommes et les produits suivants, en prenant soin de faire apparaitre toutes les étapes de calcul :

2n

L fo= X1+ (=D"k

k=1

2n
2. d, = 11 (2k +1)
k=1

k=1

3. gn = ’(/ﬁ ((6k + 3)2575T)

Exercice 3

Ry — [l;+o00]

1. Montrer que la fonction f : est bijective et expliciter sa bijection réciproque.

= 2241
2. Montrer que la fonction g : Hi* :( In(z + l)]);—&-l;l—’l—r(:(ox[ + 1) 42 est bijective et expliciter sa bijection

réciproque.

Exercice 4

Nier la propriété mathématique suivante :

Vee R, IneR :VaeR, [z —1|<n=|2"-1|<e

Probleme : La suite de Fibonacci
On considére la suite (u,) définie par :

up=0,u; =1,et Vn € Ny upi0 = Upy1 + Un.
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Partie 1 : une formule explicite
1. Calculer les neufs premiers termes de la suite.
2. Montrer que pour tout n € N, on a u, € N. Montrer de plus que u,, > 0 pour tout n > 0.
3. Soient r; et ry, les deux solutions réelles de I’équation X2 — X — 1 = 0.

(a) Déterminer 7 et ro.

(b) Montrer que pour tout n € N :

4. (a) Quelle est la limite de u, lorsque n tend vers -+oo.

(b) Pour tout n € N*, on pose v, = “2*L. Justifier que (v,) est bien définie puis déterminer la limite de v,

Un
lorsque n tend vers +oo.

5. Soit A € R% . Posons pour tout n € N :

(a) Simplifier expression de w,.
(b) En déduire les nombre A pour lesquels (w,,) admet une limite finie.

(c) Préciser cette limite en fonction de .

Partie 2 : Propriétés de la suite
1. (a) Démontrer que Vn > 1, u2 = up,_ 141 + (—1)"FL
(b) En déduire que pour tout n > 1, un entier p > 2 ne peut pas divisier a la fois u, et w,y1.
2. Montrer que pour tous (p,q) € (N*)2, upiq = Up_1Ug + UpUgi1-

3. (a) Soit m € N*. Montrer que pour tout k¥ € N*, ug,, est un multiple de u,,.

(b) On admet que ugs = 75025 est le premier terme non nul de la suite divisible par 25. Donner sans
Iexpliciter, un terme de la suite divisible par 100.

(c¢) En déduire qu’il existe une infinité de termes de la suite dont ’écriture décimale se termine par deux 0.

4. Montrer que pour tous (n, k) € N? vérifiant 0 <k <n, on a :

Un Uk 1 — Uptln 1 = (—1)Fup g



