
Lycée La Prat's PTSI

Devoir Maison 1

Exercice 1

On se propose de déterminer l'ensemble F des fonctions f : R→ R véri�ant :

∀(x, y) ∈ R2, f(x)f(y)− f(xy) = x+ y.

1. (a) Soit f ∈ F . Montrer que l'on a f(0)2 − f(0) = 0.

(b) En déduire les valeurs possibles pour f(0).

(c) Démontrer par l'absurde que le cas f(0) = 0 est impossible.

2. Décrire alors explicitement l'ensemble F .

Exercice 2

Simpli�er les sommes et les produits suivants, en prenant soin de faire apparaitre toutes les étapes de calcul :

1. fn =
2n∑
k=1

(1 + (−1)k)k

2. dn =
2n

Π
k=1

(2k + 1)

3. gn = n

√
n

Π
k=1

((6k + 3)25
2k

n+1 )

Exercice 3

1. Montrer que la fonction f :
R+ → [1; +∞[
x 7→ x2 + 1

est bijective et expliciter sa bijection réciproque.

2. Montrer que la fonction g :
R∗

+ → ]− 1,+∞[
x 7→ ( ln(x+ 1

e ))2 + 4 ln(x+ 1
e ) + 2

est bijective et expliciter sa bijection

réciproque.

Exercice 4

Nier la propriété mathématique suivante :

∀ε ∈ R∗
+,∃η ∈ R∗

+ : ∀x ∈ R, | x− 1 |≤ η ⇒| x2 − 1 |≤ ε.

Probleme : La suite de Fibonacci

On considère la suite (un) dé�nie par :

u0 = 0, u1 = 1, et ∀n ∈ N, un+2 = un+1 + un.
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Partie 1 : une formule explicite

1. Calculer les neufs premiers termes de la suite.

2. Montrer que pour tout n ∈ N, on a un ∈ N. Montrer de plus que un > 0 pour tout n > 0.

3. Soient r1 et r2, les deux solutions réelles de l'équation X2 −X − 1 = 0.

(a) Déterminer r1 et r2.

(b) Montrer que pour tout n ∈ N :

un =
1√
5

(rn1 − rn2 ).

4. (a) Quelle est la limite de un lorsque n tend vers +∞.

(b) Pour tout n ∈ N∗, on pose vn = un+1

un
. Justi�er que (vn) est bien dé�nie puis déterminer la limite de vn

lorsque n tend vers +∞.

5. Soit λ ∈ R∗
+. Posons pour tout n ∈ N :

wn =

n∑
k=0

uk
λk
.

(a) Simpli�er l'expression de wn.

(b) En déduire les nombre λ pour lesquels (wn) admet une limite �nie.

(c) Préciser cette limite en fonction de λ.

Partie 2 : Propriétés de la suite

1. (a) Démontrer que ∀n ≥ 1, u2n = un−1un+1 + (−1)n+1.

(b) En déduire que pour tout n ≥ 1, un entier p ≥ 2 ne peut pas divisier à la fois un et un+1.

2. Montrer que pour tous (p, q) ∈ (N∗)2, up+q = up−1uq + upuq+1.

3. (a) Soit m ∈ N∗. Montrer que pour tout k ∈ N∗, ukm est un multiple de um.

(b) On admet que u25 = 75025 est le premier terme non nul de la suite divisible par 25. Donner sans
l'expliciter, un terme de la suite divisible par 100.

(c) En déduire qu'il existe une in�nité de termes de la suite dont l'écriture décimale se termine par deux 0.

4. Montrer que pour tous (n, k) ∈ N2 véri�ant 0 ≤ k ≤ n, on a :

unuk+1 − ukun+1 = (−1)kun−k.
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