Lycée La Prat’s PTSI

Devoir Libre 2

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans ’appréciation de la copie. Les réponses aux différentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L’usage de la calculatrice ou de tout autre
instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 1

Considérons I’équation algébrique d’inconnue z € C :

23— 3tan(1%)22 —-3z+ tan(1 =0. (1)

12 )
1. (a) Soit a € R. Exprimer tan(a) en fonction de sin(a) et cos(a). Pour quelles valeurs de a, la quantité tan(a)
est-elle bien définie ?
(b) Pour quelles valeurs de a € R, les quantités tan(a) et tan(3a) sont-elles bien définies ?
(c¢) Exprimer tan(3a) en fonction de cos(a) et sin(a).

(d) En divisant Pexpression précédente par cos®(a) au numérateur ainsi qu’au dénominateur, exprimer
tan(3a) en fonction de tan(a).

2. En déduire que tan( est solution de ’équation 1

36)

3. En déduire toutes les solutions de 1. Pour cela, on pourra montrer que ’équation 1 est équivalente a I’equation

3z—28 t (77)
27 % tan(—
1 — 322 1277

puis chercher des solutions sous la forme z = tan(0) avec 6 €] — 7, Z[.

Exercice 2

On veut établir la formule suivante :

Vo € R, Arctan(1 + x) — Arctan(z) = Arctan( ) (2)

2?2+zx+1
1. (a) Montrer que pour tout z € R, 0 < Arctan(1l + x) — Arctan(z) < 3.

(b) Aprés avoir justifié que c’est possible, calculer la tangente des deux membres de ’égalité 2
(c) En déduire la formule 2.

2. Démontrer la formule directement en étudiant la fonction z — Arctan(l + ) — Arctan(xz) — Arctcm(m).

3. Application : On pose pour tout entier n > 1, s, = Z Arctan(
k=1

Calculer s, et en déduire la limite de (s,) lorsque n — +o0.

k2+k+1)

Probleme : Calcul de cos(%) et sin(%)

)

Chaque partie propose une méthode différente pour calculer ces nombres.

Partie 1

CcC* — C

J % . L’application v est elle injective ? surjective 7!

1. On considére 'application 1 :

10On pourra s’inspirer librement du travail effectué en DS.
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On considére les équations suivantes :

A4 B4+ 241=0 (3)

2 4z-1=0 (4)

2. On note S5 les solutions de 3 et S3 les solutions de 4. Sans résoudre les équations montrer que si zg € S alors
P(z0) € Ss.

Soient 71 et 73, les deux solutions réelles de ’équation X2 — X — 1 = 0.
Résoudre ’équation 3.

Résoudre 'équation 4.

1

Exprimer sous forme trigonométrique u + u =+ selon les valeurs de u € Ss.

En déduire une expression de cos(3F).

e S A

Conclure en donnant une expression de sin(%).

9. Montrer que tan(Z) = /5 — 2V/5.

Partie 2

1. Soit m € N*, (a,b) € R? tel que b # 0[27]. Démontrer que :

m—1 sq( mb m—1
sin(22) cos(a + b™—=
cos(a + kb) = <2) - (b 7 )
P sin(3)
Soit n € N*. Pour tout k € Z, on pose :
km

2. Comparer ag, ax1on+1 €6 Gopt1—k-

3. Montrer que :

Y(s, k) € 72,2005 = Gsqp + Qs
4. Que devient cette relation si s =k 7

5. Etablir que :

n 2n
E ap = E Q.
k=1

k=n-+1

6. Montrer que :

2n
S0 =0
k=0
7. En déduire :
o
kS
k=1

8. Conclure en donnant une expression de cos(%).



