Lycée La Prat’s

Devoir Maison numéro 4

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans ’appréciation de la copie. Les réponses aux différentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L’usage de la calculatrice ou de tout autre

instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 1

On considére la fonction f : xz — e* — x définie sur [0; +o0].

1. Montrer que pour tout entier n > 1, il existe un unique réel z,, € [0;+oo] tel que f(z,) = n.

2. En utilisant que f(z,) = n, montrer que Yn > 1, =z, > In(n).

3. En déduire la limite de (z,,) en +oo.

4.

(a) Veérifier que In(1 — 22) =In(n) — x,.

ern

(b) Redémontrer que M — —1.
- xr—r
(¢) En déduire que que lim lnw(—”) =1.

Exercice 2

x

On pose f(x) = 21:92”2 pour z € R . Déterminer hm2f(a:)
z—

Probléme

Soit (ay) une suite réelle positive, décroissante qui tend vers 0. Considérons la suite (S,,) définie pour tout n € N
par :

Sn = zn:(—l)kak.

k=0

1. Montrer que les suites So,, et So,1 sont adjacentes. En déduire la convergence de (Sy,).

2. Montrer que pour tout n € N, on a | S, — 1 |< agpnt1 et | Sont1 — < agnto.

3. Dans cette question on suppose que pour tout k € N, ap, = %

+1°

(a) Donner la nature de la suite définie par L,, = kzo (;i)l

k

k+1 k+1°

n b n
(b) Montrer que pour tout n € N*, ona: > L 3 L
k=0 k=[27H]+1

n+1
(¢) En remarquant que pour tout n € N, %H < f %dm < %, montrer que :
n

q+2 1 q+1
< <1 .
p+1)_kzzpk+l_ (=)

Y(p,q) € (N*)? avec p < ¢, on a In(

(d) Préciser la limite de L, et en déduire & partir de quel rang L,, sera a coup sur proche de sa limite a4 1073

preés.
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Probléme 2
1. (a) On définit les fonctions f et g sur [0, 7] par :
Vz € (0,7, f(x) =z +sin(z) et g(z) = z — sin(z).
Dresser les tableaux de variations de f et g. Représenter la courbe de f dans un repére orthonormé. On
précisera également les tangentes a la courbe de f aux points d’abscisses 0 et .
(b) Montrer que : Vx € [0,7], 0 < g(z) < ”’6—3 .
2. Soit a €]0,w]. On définit la suite (u,) par : up = a et Vn € N, up11 = uy, + sin(uy,).
(a) Montrer que : Vn € N, u,, € [0,7].
(b) Démontrer que la suite (u,) converge et préciser sa limite.
3. On définit dans la suite :Vn € N, g, = 7 — u,.

(a) Prouver que, pour tout n € N, g, € [0,7] et ep01 = €, — sin(ey,).

(b) Montrer qu’il existe un entier N tel que ey < \/g .
(c) Montrer alors que : ¥Yn > N, 0<¢g, < \/6(%)3”7N.
4. Dans cette question, on souhaite déterminer l’ensemble F des fonctions h : [0,7] — R continues sur [0, 7]
telles que h = h o f, autrement dit :
YV € [0, 7], h(z) = h(z + sin(x)).

(a) Soit une fonction h élément de E.
i. On définit alors la suite (v,) par : Vn € N, v,, = h(u,,). Justifier que cette suite converge ; quelle est

sa limite ?
ii. Montrer que la suite (v,) est constante. En déduire une autre expression de sa limite.

iii. Montrer que la fonction h est constante sur [0, 7].

(b) Déterminer ’ensemble E.



