
Lycée La Prat's PTSI

Devoir Maison numéro 4

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans l'appréciation de la copie. Les réponses aux di�érentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L'usage de la calculatrice ou de tout autre
instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 1

On considère la fonction f : x 7→ ex − x dé�nie sur [0; +∞[.

1. Montrer que pour tout entier n ≥ 1, il existe un unique réel xn ∈ [0; +∞[ tel que f(xn) = n.

2. En utilisant que f(xn) = n, montrer que ∀n ≥ 1, xn ≥ ln(n).

3. En déduire la limite de (xn) en +∞.

4. (a) Véri�er que ln(1− xn

exn ) = ln(n)− xn.

(b) Redémontrer que ln(1−x)
x −→

x→0
−1.

(c) En déduire que que lim ln(n)
xn

= 1 .

Exercice 2

On pose f(x) = 2x−x2

x−2 pour x ∈ R . Déterminer lim
x→2

f(x).

Problème

Soit (an) une suite réelle positive, décroissante qui tend vers 0. Considérons la suite (Sn) dé�nie pour tout n ∈ N
par :

Sn =

n∑
k=0

(−1)kak.

1. Montrer que les suites S2n et S2n+1 sont adjacentes. En déduire la convergence de (Sn).

2. Montrer que pour tout n ∈ N, on a | S2n − l |≤ a2n+1 et | S2n+1 − l |≤ a2n+2.

3. Dans cette question on suppose que pour tout k ∈ N , ak = 1
k+1 .

(a) Donner la nature de la suite dé�nie par Ln =
n∑

k=0

(−1)k
k+1 .

(b) Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a :
n∑

k=0

(−1)k
k+1 =

n∑
k=bn−1

2 c+1

1
k+1 .

(c) En remarquant que pour tout n ∈ N, 1
n+1 ≤

n+1∫
n

1
xdx ≤

1
n , montrer que :

∀(p, q) ∈ (N∗)2 avec p < q, on a ln(
q + 2

p+ 1
) ≤

q∑
k=p

1

k + 1
≤ ln(

q + 1

p
).

(d) Préciser la limite de Ln et en déduire à partir de quel rang Ln sera à coup sur proche de sa limite à 10−3

près.
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Problème 2

1. (a) On dé�nit les fonctions f et g sur [0, π] par :

∀x ∈ [0, π], f(x) = x+ sin(x) et g(x) = x− sin(x).

Dresser les tableaux de variations de f et g. Représenter la courbe de f dans un repère orthonormé. On
précisera également les tangentes à la courbe de f aux points d'abscisses 0 et π.

(b) Montrer que : ∀x ∈ [0, π], 0 ≤ g(x) ≤ x3

6 .

2. Soit α ∈]0, π]. On dé�nit la suite (un) par : u0 = α et ∀n ∈ N, un+1 = un + sin(un).

(a) Montrer que : ∀n ∈ N, un ∈ [0, π].

(b) Démontrer que la suite (un) converge et préciser sa limite.

3. On dé�nit dans la suite :∀n ∈ N, εn = π − un.

(a) Prouver que, pour tout n ∈ N , εn ∈ [0, π] et εn+1 = εn − sin(εn).

(b) Montrer qu'il existe un entier N tel que εN ≤
√

3
2 .

(c) Montrer alors que : ∀n ≥ N , 0 ≤ εn ≤
√
6( 12 )

3n−N

.

4. Dans cette question, on souhaite déterminer l'ensemble E des fonctions h : [0, π] → R continues sur [0, π]
telles que h = h ◦ f , autrement dit :

∀x ∈ [0, π], h(x) = h(x+ sin(x)).

(a) Soit une fonction h élément de E.

i. On dé�nit alors la suite (vn) par : ∀n ∈ N, vn = h(un). Justi�er que cette suite converge ; quelle est
sa limite ?

ii. Montrer que la suite (vn) est constante. En déduire une autre expression de sa limite.

iii. Montrer que la fonction h est constante sur [0, π].

(b) Déterminer l'ensemble E.
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