
Lycée La Prat's PTSI

Devoir Surveillé 1

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans l'appréciation de la copie. Les réponses aux di�érentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L'usage de la calculatrice ou de tout autre
instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 1

On pose ∀x ∈ R, f(x) = xe−x
2+1. On note C sa courbe représentative.

1. (a) Montrer que pour tout x réel non nul, f(x) = e
x .

x2

ex2 .

(b) En déduire la limite de f(x) lorsque x tend vers +∞.

2. Pour tout réel x, on considère les points M et N de la courbe C d'abscisses respectives x et−x.

(a) Montrer que le point O est le milieu du segment [MN ].

(b) Que peut-on en déduire pour la courbe C ?

3. Étudier les variations de la fonction f sur l'intervalle [0,+∞[.

4. (a) Montrer que l'équation f(x) = 0.5 admet exactement deux solutions sur [0,+∞[. On les note α et β
(avec α < β).

(b) En déduire les solutions sur [0,+∞[de l'inéquation f(x) ≥ 0.5.

5. Soit A un réel strictement positif. On pose IA =
∫ A

0
f(x)dx.

(a) Justi�er que IA = 1
2

(
e− e−A2+1

)
.

(b) Calculer la limite de IA lorsque A tend vers +∞.

6. On s'intéresse à la partie grisée du plan qui est délimitée par :

• la courbe C et la courbe C′ symétrique de C par rapport à l'axe des abscisses ;

• le cercle de centre Ω
(√

2
2 , 0

)
et de rayon 0.5 et son symétrique par rapport à l'axe des ordonnées.

On admet que les disques sont entièrement situés entre la courbe C et la courbe C′. Déterminer une expression
littérale de l'aire de cette partie grisée du plan.

1



Lycée La Prat's PTSI

Exercice 0

1. Mettre sous la forme d'une seule fraction, qu'on
écrira sous la forme la plus simple possible, a et b
étant des réels distincts.

a3 − b3

(a− b)2
− (a+ b)2

a− b

2. Soit t 6= −1. On pose A = 1
1+t2 −

1
(1+t)2 et

B = (1 + t2)(1 + t)2

Simpli�er le plus possible le produit AB.

3. Ecrire sous forme d'une seule fraction avec dénom-
inateur rationnel :

5 + 2
√

6√
2 +
√

3
+

5− 2
√

6√
2−
√

3

4. Développer, réduire et ordonner l'expression suiv-
ante selon les puissances décroissantes de x :

(
2x− 1

2

)3

Exercice 2

On considère la fonction f qui à x > 1 associe f(x) =
√
x− 1. Pour tout x > 1, calculer et simpli�er les expressions

suivantes.

1. f(x) + 1
f(x)

2. f(x+2)−f(x)
f(x+2)+f(x)

3.
√
x+ 2f(x)

4. f ′(x)
f(x)

5. f(x) + 4f ′′(x)

6. f(x)
f ′′(x)

Exercice 3

Nier la propriété mathématique suivante :

∀ε ∈ R,∃ζ ∈ R∗+ : ∀y ∈ R∗, | y − 1 |≤ ζ ⇒| ey − e |≤ ε.

Exercice 4

On dé�nit une suite en posant u0 = 5 et ∀n ∈ N,un+1 = 2un + 3.

1. Trouver l ∈ R tel que l = 2l + 3.

2. Pour tout n ∈ N, on pose vn = un− l. Montrer que (vn) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

3. Donner alors une expression de vn en fonction de n.

4. En déduire une expression de un en fonction de n.

5. Calculer alors limun.

Exercice 5

Soit c ∈ R∗+. Pour tout x ∈ R, on pose f(x) = x√
1+cx2

.

1. Caluler f(f(x)) et simpli�er au maximum.

2. Calculer f(f(f(x))) et simpli�er au maximum.

3. A votre avis, que vaut f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸
n fois

(x) pour n ∈ N ?

4. Démontrer l'hypothèse formulée à la question précédente par récurrence.
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