Lycée La Prat’s PTSI

Devoir Surveillé 2

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans ’appréciation de la copie. Les réponses aux différentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L’usage de la calculatrice ou de tout autre
instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice O
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3. On a

(62—8)(4x—5) + 362264 = (62—8)(4x—5) + (62 — 8) (6 +8) = (62 — 8)(4x — 5+ 62 +8) = (62 — 8)(102 + 3).

4. La dérivée de f deéfinie pour tout = € R par f(x) = In(z? + 1) + zﬁ—jrl est
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Exercice 1
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5. On a ei™/3 4 eim/0 = ein/4 (ein/12 4 e=im/12) = ¢in/42 cog(m /12).
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Exercice 2

)
Intéressons nous & la fonction : 2 — 4z + 3, sa dérivée est 2z — 4 qui s’annule en 2.

La fonction est donc décroissante sur | — oo, 2] et est donc bijective de | — 0o, 2] sur [—1, +o0]
Soit y € [~1, 4+o0[. Résolvons 22 — 4z + 3 = y.

On a 22 —4x 4+ 3 —y = 0. On calcule le discriminant :

A =16 —4(3 —y) =4+ 4y qui est positif vu que y € [—1, +o0].

Et donc z = % mais comme la solution doit étre dans | — 0o, 2] la solution est x = 4’5/Z.

On a donc f~1(y) =2 - VT +y.

2)

Intéressons nous & la fonction : f(z) = 2251 sa dérivée est f'(z) = 2(9”'%(?;2()22’”_1) = (z1zy7 dui ne s’annule pas. La

fonction f est donc croissante de I =] — 2, +o00[ vers J =] — 00, 2[ (Calculer la limite en +o00 c’est facile).
Soit y € J. Résolvons f(z) =y. avec z € T

2;:21 :y<:>2:1c—1:y(ﬂc+2)<:>(2—y)yc:2y—|—1<:>x:QnyJ“y1
Donc f~1(y) == 22

2—y °

Exercice 3
e iz24+iz+14i=0.

Calculons :
A=i*—4i(1+i)=3—4i

. Je chosis § =2 — .

2_p2=3 =42
On cherche § = a + ib tel que 62 = A & {a & {a

2ab = —4 b==F1

Il y a donc deux solutions : z; = =52 = j et zp = =524 = —] — .
o 22— (1+3)2+2i—2=0.

Calculons :
A=(1+30)>-41.(20—2)=1-94+6i —8i +8=—2i

. Jechosis 6 =1 —1.

2-bv2=0 =+l
On cherche § = a + ib tel que §%2 = A < {a {a

2ab = —2 b=7F1

Il y a donc deux solutions : 2 = LE3EH=E — 1 4 j ef zp = MBI — 94,
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Probléme

Les différentes parties de ce probléme sont indépendantes. On considére la fonction f ci-dessous :

JC—C
Nz ozt %
Partie I — Etude de la fonction f
1. On cherche z € C* tel que :
f(z) =
& 2+ % = 1
& 22+1 = gz’
& 22—iz+1 = 0
On calcule A = (—4)? —4 x 1 x 1 = —3. Une racine carrée est § = v/3i et les solutions sont ’izﬁ

2. Le nombre 7 ayant 2 antécédents, la fonction n’est pas injective.

3. Soit y € C. On cherche z € C* tel que :
1 2 2
fR=yez+-—=yez+l=ye 2z —yz+1=0
z

Or quoi qu'il arrive (A =0 ou A # 0) on va trouver des solutions. La fonction est donc surjective.
4. On procéde par double inclusion :
e Soit y € f(U). Il existe z € U tel que y = f(z) or comme z € U alors 30 € R tel que z = €. Ainsi

4 . 1 4 ,
y=f(e) =e? + o = e + e % = 2cos(h).
On a bien y € [-2,2].

¢ Réciproquement soit y € [—2,2] alors § € [~1,1] et donc 30 € R tel que

% = cos(f) & y = 2cos(0) = e + e = f(e')

donc y est bien image par f du nombre e* € U.

5. e Soit z € UUR*. Siz € Ualors f(z) € [-2,2] C R et c’est bon. Si z € R* alors f(z) = z+1 € R* comme
addition et quotient de réels.
e Soit z € f1(R). Cela signifie que f(z) ER < 2+ 1 € R« I'm(z+ 1) = 0. Si on écrit z = x + iy avec
(z,y) € R? alors

T — 1y

2y =0t

m)20©y=00ux2+y2:1

1
Im(z—I—;) =0& Im(z+iy +
On a donc bien z € R ou z € U de plus comme z # 0 (cf espace de départ) z € R* U U.

6. Soit z € R*, on a f(z) =z + % Or la fonction x — = + % a pour dérivée x — 1 — ?12 et pour tableau de
variation :
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Ses valeurs sont bien | — oo, —2] U [2, +00]

7. On note D* I'ensemble {z € C| 0 < |z| < 1}.

(a)

Soit z € D*. On doit montrer que f(z) ¢ [—2,2]. Par ’absurde supposons que f(z) € [-2,2].

Comme [—2,2] C R, que les antécédents de R*, c’est UUR* et que z ¢ U, forcément z € R*.

Or f(R*) C R\] —2,2[. La seule possibilité est que f(z) = £2 donc que z = £1. Mais £1 ¢ D*. Iln’y a
donc aucune possibilité pour que f(z) € [-2,2].

Soit y € C\ [—2,2], on cherche z € C* tel que

f(2)

& 22—yz+1

Y
0

Ona A =y?—4+#0cary # +2. 1l existe donc 2 solutions. Si §2 = A, ces solutions sont yTi‘s. Lorsqu’on
les multiplie on obtient :

y+6y—6 y?—6% yP—yP+4 .

2 2 4 4 o

On a déja montrer que si on restreint f au départ & D*, on arrive bien dans C\ [-2,2]. Lors de notre
recherche d’antécédents a la question précédente on a trouvé 2 solutions il faut montrer qu’exactement
une des 2 est dans D*. Le produit des 2 antécédents vaut 1, donc le module du produit vaut aussi 1. 11
y a 2 possibilités :

e Un des deux antécédents a un module plus petit que 1 et autre plus grand que 1 (par exemple 2 et
1/2)

e Les deux antécédents ont pour module 1 ce qui est impossible car (qu 4) si ’antécédent est de module
1 alors I'image est dans [—2, 2] ce qui est exclu ici.

On a bien montré que tout y € C'\ [—2, 2] avait exactement un antécédent par f dans D*.

Partie IT — Une suite d’applications

On définit une suite de fonctions (¢, )nen (chaque fonctiong,, est définie sur C a valeurs dans C ) par :

Vz e C,¢o(2) =2et ¢1(2) ==

et par la relation de récurrence :

Vn € N,Vz € C, ppi2(2) = 20n+1(2) — don(2)

1. On a ¢o = 201(2) — ¢o(2) = 22 — 2, 3 = 2¢2(2) — P1(2) = 2% =22 — 2 =23 =32 = 2(2% — 3) et

by = 2¢3(2) — a(2) = 2% =322 =22 2 =2 — 422 12
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2. Reésolvons :
¢ p(2)=0s22=2c2=4/2
e )3(2) =02 2(22-3)=0&2=00uz==+V3
o (4(2) :0(:)z4—422+2z<z2 7?2 -4Z+2=0,onaA =16-8 =8 et Z = +(2+ v/2) donc
z==4 2+ﬂ0uz::ﬁ:im.

3. Soit n € N, Soit z € C*. On montre par récurrence la propriété P, : "¢, (f(2)) = f(z")”
Initialisation :
e ¢o(f(2)) =2et f(2°) = f(1) = 2 donc P, est vraie
e ¢1(f(2)) = f(2) = f(2') donc P; est vraie
Hérédité :

Soit n € N tel que P, et P,11 sont vraies.

1 1 |

Ont2(f(2) = F(2)on1(F(2))=6n(f(2) = F(f T f (") = (4) T4 ) —2" - = 2" -3
et P, est vraie.
Conclusion :
On a bien Vn € N,Vz € C, ¢, (f(2)) = f(z")
4. Soit n € N* .
(a) Résolvons f(z") =0& 2"+ L =022 +1=0622" = -1 2c {¢F 1% | ke [0,2n - 1]}

(b) On a déduit que ¢p,(2) =0 < f(2") =0 < z € {eiza T2 | k € [0,2n — 1]}.



