
Lycée La Prat's PTSI

Devoir Surveillé 3

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans l'appréciation de la copie. Les réponses aux di�érentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L'usage de la calculatrice ou de tout autre
instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 0 : Calcul littéral

1. Rendre rationnel le dénominateur de
2−
√
3

2 +
√
2

2. On considère la fonction f qui à x > 1 associe f(x) =
√
x− 1. Pour tout x > 1, calculer et simpli�er :

(a)

f(x) +
1

f(x)

(b)
f(x+ 2)− f(x)
f(x+ 2) + f(x)

3. Elever ces quantités au carré a�n d'en donner une expression simpli�ée :

(a) √
3 +
√
5−

√
3−
√
5

(b) √
3− 2

√
2 +

√
3 + 2

√
2

Exercice 1 : Calcul prépa

1. Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes :

(a) x 7→ xex
2

(b) x 7→ cos(x)
sin4(x)

2. Calculer les intégrales suivantes :

(a)
´ 1/3
0

dt
1+9t2

(b)
´ 1
0

t3√
1+3t2

dt

(c)
´ x
2

dt
t−
√
t
avec x ∈]1,+∞[ et en posant u =

√
t

Exercice 2

Le but de cet exercice est de calculer
´ 1
0

dt
1+t3

1. Trouver a, b, c ∈ R tels que 1 + t3 = (1 + t)(at2 + bt+ c).

2. Trouver d, e, f ∈ R tels que 1
1+t3 = d

t+1 + et+f
at2+bt+c

3. En déduire
´ 1
0

dt
1+t3 .
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Exercice 3

Résoudre les équations suivantes :

1. z2 − 2iz − 1 + 2i = 0.

2. iz2 + iz + 1 + i = 0.

Exercice 4

Déterminer l'ensemble des solutions des equations di�érentielles :

1. y′ + sin(t)y = sin(2t).

2. y′′ + 4y′ + 4y = e−2t

1+t2 . On cherchera une solution particulière de la forme t 7→ λ(t)e−2t.

Problème

On considère l'équation di�érentielle (E) : x(x− 1)y′+(x− 1
2 )y = 1 et on note (EH) l'équation homogène associée.

1. Résolution de (EH).

(a) Montrer qu'il existe (a, b) ∈ R2 tel que ∀x ∈ R \ {0, 1},

x− 1
2

x(x− 1)
=
a

x
+

b

x− 1
.

(b) Résoudre (EH) sur I1 =]−∞, 0[.
(c) Résoudre (EH) sur I2 =]0, 1[.

(d) Résoudre (EH) sur I3 =]1,+∞[.

2. Résolution sur I2.

(a) Donner sans justi�er le domaine de dé�nition de Arcsin, son domaine de dérivabilité et sa dérivée.

(b) Pour tout x ∈ I2, on pose u(x) =
√
x. Calculer u′(x)√

1−u2(x)
et en déduire une primitive de x 7→ 1√

x(1−x)
dé�nie sur I2.

(c) Déterminer une solution particulière de (E) dé�nie sur I2.

(d) Donner toutes les solutions de (E) dé�nies sur I2.

3. Etude préliminaire.

(a) Montrer que ch : R+ → [1,+∞[ est bijective et calculer sa bijection réciproque. On la note Argch.

(b) Montrer, à l'aide de la formule pour dériver une composée, que Argch est dérivable et que ∀x ∈
[1,+∞[, Argch′(x) = 1√

x2−1 .

(c) Montrer que sh : R→ R est une bijection et préciser sa bijection réciproque. On la note Argsh.

(d) Montrer, à l'aide de la formule pour dériver une composée, que Argsh est dérivable et que ∀x ∈ R,
Argsh′(x) = 1√

x2+1
.

4. Résolution sur I1 et I3.

(a) Pour tout x ∈ I3, on pose u(x) =
√
x. Calculer u′(x)√

u(x)2−1
et en déduire une solution particulière de

l'équation (E) dé�nie sur I3.

(b) En déduire toutes les solutions de (E) dé�nies sur I3.

(c) Pour tout x ∈ I1, on pose v(x) =
√
−x. Calculer v′(x)√

v(x)2+1
et en déduire une solution particulière de

l'équation (E) dé�nie sur I1.

(d) En déduire toutes les solutions de (E) dé�nies sur I1.
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