Lycée La Prat’s PTSI

Devoir Surveillé 3

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans ’appréciation de la copie. Les réponses aux différentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L’usage de la calculatrice ou de tout autre

instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 0 : Calcul littéral

L. Si f(z) = In(z* + 1) alors f'(z) = #%5

2. Si g(z) = e alors ¢(z) = 3a2e”
3. Si h(zx) = cos(sin(x)) alors h'(x) = — cos(z) sin(sin(x))

4. Sii(z) = (1+ 1) alors ' (z) =5 (1+ 1)" x =2

x2

5. Si j(x) = exp(cos(In(1 + 2?))) alors j'(x) = exp(cos(In(1 + 22))) x (—sin(In(1 + 22))) x 1?:;2

Exercice 1 : Calcul prépa

1. En posant u = In(t) et donc du = %, on a

z dt In(z) du 1 ¢ In(z) 1 ln(x)
t2+ (1) = | FArctan(— = —=Arct
/1 (2 + In?(t)) /0 2 1 2 {\/5 retan( ﬂ)} . NG retan(

2. On a

1 1 t? 1
3 42 5, 2 t2 5, 2€ 1 t? _E_Ll_l
/Otedt—/o t* X te dt—[t2]0 /Otedt—2 [2]0—2

v’

3. Pour ’équation :
2% — (34 4i)z — 1 +5i = 0.

On a
A=(3+4i)> —4x1x(=1+5i)=9—16+24i +4—20i = —3 +4i = (1 + 2i)*

On a donc deux solutions :

(3 4 4i) — (1 + 2i) (3 4 4i) + (1 + 2i)

21 = 5 =14iet 2o = 5 =243
4. Pour résoudre I’équation différentielle :
vt %y 1 j 2
On détermine i} .
Se={" 7 B Derp=({% 7 % aer

x

puis on cherche une solution particuliére de la forme f(z) = A@) ot donc () = w On injecte dans

Tz
I’équation pour obtenir
N (z) x L N(z) = *
x  1+ax2 T 14 a2

On prend A(z) = 1 In(1 + 2?) donc f(z) = W ce qui nous donne un ensemble de solutions

RY - R ACR}
.2 S
2 N A + In(1+2~)

T 2z

5={
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Exercice 2

1. On a écrit la formule de Moivre

cos(50) + isin(50) = (cos() + isin(6))®
= cos(6)° + 5icos()*sin(f) — 10 cos(6)3 sin(8)? — 10i cos(0)? sin(6)3 + 5 cos() sin(#)* + i sin(9)®

ce qui permet d’écrire en identifiant parties réelles et imaginaires

cos(56) = cos(6)® —10 cos(#)? sin(0)*+5 cos(#) sin(0)* et sin(50) = 5cos(6)* sin(0) —10 cos(#)? sin(0)> +sin(9)®

A in(50 )5 —10 cos(0)? sin(8)%+5 cos(9) sin(9)*
Ainsi tan(59) = (s:os((SG% = EO:cEs()O)“ sinc((;s)(f)loscos((t9))2sinc(%)(?’J)r:in((e))5

2. En divisant le numérateur et le dénominateur par cos(f)°on obtient :

sin(6)? sin(6)*

tan(50) = 1 - 10003(9?2 + 5cos(.9)4 __1-10 tan?(6) + 5 tan*(0)
533;%; - 102;2%))2 Z‘g;%g); 5tan(f) — 10 tan®() + tan® ()
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Probléme
Partie 1

1. On a, pour tout réel z de | — 3, 5[, tan’(z) = 1 + tan?(z) =

1
cos?(z) "

2. (a) On sait que tan(z) — +oo et tan(r) — —oo donc dans tous les cas g(z) ey 0.
T — IHE‘F
2

M\:}

sz(z) et donc ¢'(x) Lj% 1.

(b) On a g/(.’I?) = 1+tan @ - =1+ tan2(z) =

tan?(z)
On en déduit que g prolongée en 7/2 par I est une primitive sur |0, 7| de la fonction z — m
3. On considére les fonctions f1 : z — tan(%) et fo : x> In (tan(%))

(a) Pour Dfy, on veut § # 5 +kn < x # m + 2km donc D f) = R\ {m + 2k7 | z € Z}
Pour D f5, on veut tan(5) > 0 < § €]0, 5 [+k7m < x €]0, 7[+2km donc D f, = R\{a + 2kn | z € Z et a €] — m,0[}

(b) On a alors

2
Va € Dfi, fi(w+2m) = tan( TS

) = tan(5 + ) = tan(3)

i 7;2”)) — In(tan(Z

Vo € Dfs, fo(x + 2m) = In(tan( 5

+m)) = In(tan(5))

donc les fonctions sont 27 périodiques.

—
o

) Par théoréme généraux, fi et fo sont dérivables sur D f; et D fs.

fie) = 5 (1’ (3))

(d) On a, pour tout réel z € Dfy ,

(e) On a, pour tout réel x € D fy

sin?(x/2)

foy= 1@ _ s+t () 1+ ey _ co’(w:2) +sin(a/2) 1
2 fi(z) tan(3) 2% 2sin(z/2) cos(z/2) 2sin(z/2) cos(z/2)
(f) On en déduit
() = 1 B 1 1
2 9sin(x/2) cos(z/2)  sin(x/2 +x/2)  sin(z)’
(g) On va étudier f; sur | — m, [ et fo sur |0,7[. Les dérivées sont positives et donc les fonctions sont

croissantes. les limites & gauche et & droite de l'intervalle d’étude sont respectivement —oo et +0o0. De
plus fi(n/2) =1 et fo(m/2) = 0.
(h) Graphe a faire (geogebra)

s . ) 1
4. On considére la fonction f3: x — ek

(a) On veut cos*(z) # 0 < x # Z + kr. Ainsi Dfy =R\ {Z + kn | k € Z}. La fonction est dérivable sur
cet ensemble.

(b) On a fi(z) = —72CSZ£8)SQH($) = 2;2((25‘)1 qui est positive [0, F] donc la fonction est croissante et de plus

f3(0) =1 et fa(m/4) = —Ly =2

()

5. (a) une primitive sur R* de la fonction In est z — zIn(z) — .
(b) Soit € > 0. On a f: In(t)dt = [z1n(x) — x]i =ecln(e) —e+1.
(c¢) Ainsi

1
lim ln(t)dt:lir%eln(e)—e+120+0+1:1
€E—>

e—0 €
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Partie 2

On considére I’équation différentielle sur |0, 7| :

~—

cos(x

i) +y(e) = o

1. On introduit la fonction f4 qui, & tout réel x de |0, 7|, associe :

fa(z) = sin(z) In (tan

1

On a, en recyclant le calcul f4(z) = o

f1(z) = cos(z) In (tan(%)) + sin(z)

sin(z)

X

"V (x) = —sin(z) In (tan(f)) + cos(x)

2

Ainsi, pour tout réel z de |0, 7] : f}(x) = — fa(x) + <=2,

sin(z)

2. L’équation homogeéne associée & (E) est y” "+ y = 0 et d’aprés

g 10,7 — R
H = x  +— Acos(z)+ Bsin

(E)

3)

= cos(z) In (tan(%)) +1

1
sin(z)
le cours
() | (A,B) € R2}

3. On a démontré que fy était une solution particuliére de ’équation (E) donc les solutions y de (E) sur |0, 7|
sont de la forme : y = yo + f4 ol yo est une solution de I’équation homogene associée a (E).

4. Dans cette question, on souhaite retrouver de fagon différente le résultat obtenu précédemment. Pour cela,

on cherche les solutions y de (E) sur ]0, 7 de la forme :
x> y(x) = z(z) sin

ou z est une fonction deux fois dérivable sur |0, 7.

(z)

(a) Si y(z) = z(x)sin(z) alors y'(x) = 2/(x)sin(x) + z(x) cos(z) et y’'(x) = 2"(x)sin(z) + 22/ (x) cos(x) —

z(x)sin(z). On injecte dans I’équation (E) :

2"(z) sin(x) + 22/ (w) cos(x) — 2() sin(w) + 2(2) sin(z) = £
& 2" (x)sin(z) + 22/ () cos(z) = Z?j(g
. v eams - S
donc 2’ est solution sur |0, 7| de I’équation différentielle 4’ + 22?;83 = sci?;((?)'
(b) On a a(z) = 22?1;) donc on prend A(x) = 21In(sin(z)) et donc
S = { O T seammen |2 ER} { oz e 1€ R}

On cherche ensuite une solution particuliére de la forme f(x

on injece dans ’équation (E’)

M\ (z) sin? (z)— \(x)2 sin(x) cos(x) +2

sin?(x)

cos(z) A(z)

sin?(x)
=
=

On prend A(z) = sin(z) et f(z) = @
1

Ainsi 2/(z) est de la forme ﬁ + o

sin(x) sirx/2 (x)
M (z)
sin?(z)

NE)

) = Mz)_ donc fl(z) =

cos(x)
sin?(x)
cos(z)
sin?(z)
cos(x)

X (z) sin? (z)— ()2 sin(x) cos(x)

sin?(x)

)
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(c) On avu qu’une primitive de == est = ~ In(tan(z/2)) et donc z(z) est de la forme \eos(@) +In(tan(z/2))+C

sin sin(x)

(d) Ainsi toute solution de (E) sur |0, 7| est de la forme
y(x) = z(x)sin(x) = Acos(z) + sin(z) In(tan(x/2)) + C'sin(z)

qui est la forme que ’on cherche.



