
Lycée La Prat's PTSI

Devoir Surveillé 4

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans l'appréciation de la copie. Les réponses aux di�érentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L'usage de la calculatrice ou de tout autre
instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 0 (Calcul)

1. Calculer cos( 5π12 ) (on remarque que π
6 + π

4 = 5π
12 ).

2. Calculer en fonction de n la quantité
n∑
k=0

(
4k(k2 + 2)

)
3. En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer le nombres suivant :

2022

(=2022)2 + (=2021)(2023)

4. Déterminer l'expression de f ′(x) pour f dé�nie par (traces du calcul obligatoires) :

a) x ∈ R et f(x) = ln(x2 + 1)

b) x ∈]1,+∞[ et f(x) = ln(ln(x))

c) x ∈ R et f(x) = (2− x) exp(x2 + x)

d) x ∈ R et f(x) = exp(3 sin(2x))

Exercice 1

1. On pose z = 1+
√
2+i

1+
√
2−i .

(a) Calculer | z |.
(b) Mettre z sous forme algébrique (x+ iy).

(c) Mettre z sous forme polaire (ρeiθ).

(d) Calculer z2021.

2. Résoudre le systeme suivant :

S1


2x1 + x2 − x3 = 0
x1 + 2x2 + x3 = 3
x1 + x2 + x3 = 2

3. Résoudre dans C l'équation
z2 + (5− 11i)z − 22− 29i = 0

Exercice 2

1. Soit a > 0 et a 6= 1. On pose f(x) = ax−1
sin(x) . Quelle est la limite de f en 0 ?

2. On pose g(x) = x ln(sin(x)). Quelle est la limite de g en 0 ?

3. On pose h(x) = (1 + tan(2x))
1/x

. Quelle est la limite de h en 0 ?
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Exercice 3

Résoudre en fonction de m ∈ R le système suivant :
x1 +mx2 − x3 = m
mx1 + x2 + x3 = 1
x1 + x2 +mx3 = −m

Problème

Soient φ =
1 +
√
5

2
, I = [1, 2] et f l'application dé�nie sur I par

f : x 7→ x2 + 1

2x− 1
.

1. (a) Montrer que φ2 = φ+ 1.

(b) Justi�er que φ appartient à I.

(c) Montrer que f(φ) = φ.

2. Justi�er que la fonction f est bien dé�nie sur I et qu'elle est dérivable sur I. Exprimer sa dérivée f ′.

3. (a) Etudier le signe de f ′ sur I et en déduire les variations de f .

(b) Préciser l'image directe de I par la fonction f .

4. On pose u0 = 2 et pour tout n ∈ N,

un+1 =
u2n + 1

2un − 1
.

Montrer par récurrence que pour tout entier n ∈ N, on a un qui appartient à I ce qui justi�e que la suite (un)
est bien dé�nie.

5. Pour tout entier naturel n, on pose vn = un − φ.

(a) Démontrer que

∀n ∈ N, vn+1 =
v2n

2vn +
√
5
.

(b) Justi�er que (vn) est une suite de réels positifs.

(c) Montrer que, pour tout n ∈ N, vn+1 ≤
v2n√
5
.

(d) En déduire que, pour tout n ∈ N, vn ≤
√
5

(
v0√
5

)2n

.

6. En déduire que (un) converge et donner sa limite.
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