Lycée La Prat’s PTSI

Devoir Surveillé 5

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans ’appréciation de la copie. Les réponses aux différentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L’usage de la calculatrice ou de tout autre
instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 0 (Calcul)

1. Mettre sous la forme la plus simple possible :

D ST S R * 3_p3 (a+b)?* __6(nt1)
(@) gz T agr —wouneNT (b) (a=p)z — “a-p- OuaF#b (c) 7”("2’;,332";2) ot n ¢ {1,2}).
nZ(n—1)
2. Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur :
1
1+vV2+3
3. Calculer et simplifier au max les valeurs suivantes :
101! 1 (B3(n+1))! . (3n)!
@ ®) & -ty © st +

Exercice 1 (Calcul Prépa)

1. Calculer les valeurs suivantes : 2. Inverser (si possible) les matrices 3. Résoudre dans C les équations
suivantes :

0 21
a) Arcsin(i (a) A=12 0 1
(a) Aresin(}) 20!
(b) Arctan(@) 1 2 3 (a) 22—2241—-i=0

(by B=1[4 5 6

(c) Arccos(%) 9 12 15 (b) 22+2iz+3=0

4. Résoudre dans C :
824 — 823+ 272—-27=0

(il n’y a pas de technique & proprement parler, débrouillez vous !)

Exercice 1 (Analyse)

Posons f(x) = 1+ arctan($)

1. Quel est le domaine de définition de f.

2. Montrer que f’ est majorée et calculer sup | f/(z) |.
z€R

3. Montrer que f admet un unique point fixe que ’on notera zq
4. On définit u,, par ug € R et Vn € Nyu,11 = f(uy).

(a) Monter que u,, — xg

(b) Majorer | g — uy, | en fonction de zq et n.

(c) A partir de quel rang 1’écart entre g et u,, est inférieur 4 —L-. (On pourra l’exprimer avec des parties

. 1000
entiéres)
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Exercice 2 (Intégrales)

1. En effectuant le changement de variable u = 7 — t, tranformer l'intégrale :

/4
I= /ln(l—i-tan(t))dt.
0
2. En déduire I.

Exercice 3 (Complexes)

Soit z € C*. Sous quelle condition z et % ont méme partie réelle ?

Probléme
Soit A une matrice fixée de M3(R). On note C4 I'ensemble des matrices commutant avec A,
Ca={M e Mz(R), AM = MA}.

Partie 1 Généralités

1

b) Montrer que si M est une matrice inversible de C4 alors M ~* appartient a C4.

1. (a) Montrer que si (Ml,MQ) S 0124 et ()\1,)\2) € R? alors MMy + AoMs € Cy.
(b) Montrer que I5 et A appartiennent & Cy4.

2. (a) Montrer que si (M7, M3) € C% alors My Ms € Ca.
(b)

Partie 2 Etude d’un cas particulier

. 0 1 a
On pose maintenant A = ( 0 1 ) et M = ( e d

b ) une matrice quelconque de Ms(R).
1. Calculer AM — M A.
2. En déduire que M € C4 si et seulement si M = ( @ b )

3. Montrer par double inclusion que

Ca = {AL +pA avec (A p) € R*}.
Partie 3 Calcul des puissances d’une matrice
La matrice A désigne toujours celle de la partie 2.

1. Déterminer A* pour tout entier naturel & non nul.

2. Soit (z,y) € R2. On note N = xI, + yA. Montrer que, pour tout n € N, on a

N" =z"I; + [(z + y)" — 2" A.

3. Déterminer les matrices N de Cy4 telles que N2 = .



