Lycée La Prat’s PTSI

Devoir Surveillé 5

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans ’appréciation de la copie. Les réponses aux différentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L’usage de la calculatrice ou de tout autre

instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 0 (calcul)

1. Mettre sous la forme la plus simple possible :

1 _ ntn(n+l)—(n+1)2 —1

1 1
(a) (n+1)2 + nt+l  n (n+1)2n ~ n(n+1)2
(b) a®—b3 _ (a+b)2 _ a?’*bs*(a*b)(ava)Q) _ ab®*—ba® _ —ab
(a—b)? a—b (a—b)2 — (a=b)2 T a—d
6(n+1)
(¢) T e _ 6(n+1) « =1 3,
22('n.+21)2 — n(n—-1)2(n—-1) 2(n+1) — 2

1 — _14v2-v3  _ 14v2-V3 _ v242-6
1+V2+V3 — (1+v2)2—V3° 2V2 4

3. Calculer et simplifier au max les valeurs suivantes :

2.

1011 — 1091 x 100 = 10100

(a) “gor

0) () = 252 =50

(€) 71~ D = G

(d) (3(n+1))! . (B! _ (3(n+1))! a®" (n!)? _ (3n43)(3n+2)(3nt1) _ 3(3n+2)(3n+1)
a3+ ((n+1)NH3 * a3 (n!)3 a3+ ((n+1)N)3 (3n)! a3(n+1)3 a3(n+1)2

Exercice 1 (Calcul)

1. Calculons les valeurs suivantes :

(b) Arctan( @) =

%
(c) Arccos(—5) =7

S

2. Inverser (si possible) les matrices :

—1

02 1 02 1 ~1/3 1/3  1/3
(a) [2 0 1] estinversibleet |2 0 1 =1 1/6 -1/6 1/3
120 120 2/3  1/3 —2/3
1 2 3
(b) |4 5 6 | n’est pas inversible (Pivot de Gauss et ligne de 0)
9 12 15

3. Résoudre dans C les équations suivantes :

a 232 —2z4+41—-2=0
( )
A=4i= 4€i7r/2 donc une racine est § = 26iﬂ/4 = \/5(1 + Z)

On a deux solutions et z = %
(b) 224+2i2+3=0
A= —16 = (4i)?
On a deux solutions et z = =224 donc 2z = —3i ou z = i.
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4. Résoudre dans C :
821 — 823 +272—27=0

Ecrivons
824823 + 27227 =0
& 8(x'—23)+27(z—1) = 0
& 82%(z—1)+27(z—1) = 0
& (2-1)(822+27) =0
Donc z =1 ou 2% = 7%7 &z € {f%, 7%6217/3’ *%64“‘—/3} d’aprés mon cours sur les racines n¢"¢ de l'unité

LA CALOTTE DE SES MORTS !

Exercice 1 (Analyse)

Posons f(x) = 1+ arctan(§)

1. La fonction f est définie sur R.

2. On a f'(z) = 21+( )2§ donc&£|f()| 3= 1(0).

3. Etudions g(x) = f(x) — x sa dérivée est strictement négative donc gest strictement décroissante sur R or
lim g(x) =40 et lir}rl g(z) = —oo. Comme g est continue, le TVI assure l’existence d’un unique xg € R
T—r—00 T—+00

tel que g(xo) =0 < f(xo) = xo.
4. On définit u,, par ug € R et Vn € Ny w11 = f(uy).

(a) f est contractante donc d’aprés le cours u,, — g
(b) On a en appliquant successivement ’'inégalité des accroissements finis :

| 2o — uy |=| f(z0) = f(un) |< & | 29 — up—1 | et par récurrence immeédiate :

1 n
| 2o — up |< <2> | 2o — uo |

(c) On veut | xo —uy |< cela arrive si :(2)" | 2o —ug |< o550 < nIn(1/2) +1In(] 2o — u |) < —In(1000)

1000’

en> 1n(1ooo);1(112()\x0 wl ooy > Lln(lOOO);;l(r;(\zo u0|)J +1

Exercice 2 (Intégrales)

1. On effectue le changement de variable u = 7 — ¢ :

/4
I = f In(1 + tan(¢))dt

= —f In(1 + tan(w/4 — u))du
/4
w/4

[ (1 + FRty)du

w/4
2
{ hl( 1+tan(u) )du

w/4
= f In(2) — In(1 + tan(u))du

% In(2) — I

2. Ainsi 2] = TIn(2) & I =
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Exercice 3 (Complexes)

Soit z € C*. Ecrivons z = x + iy avec z,y € R.

On a alors .
1 1 T — 1y T Y

= = — 1
z x4y x4y x2?+y? 2?42

AinsiRe(z):Re(%)éw:ﬁ”ﬂfyz@x2+y2:10ux:0
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Probléme
Partie 1 Généralités
1. (a) Soient (My, Ms) € C% et (A1, \2) € R%. Par hypothése, on a AM; = M1 A et AMy = My A donc
A My + AoMy) = M AM, + A AMy = A My A + Ao Mo A = (MM + Ao Ma) A,

autrement dit, on a Ay M7 + Ao My € C4.
(b) On a IbA = A= Al et AA= A% = AA donc I, et A appartiennent a C4.

2. (a) Soit (M, M) € C4, ie AM; = M;A et AMy = MA. On peut écrire
A(M1Ms) = (AMy) My = (M1 A)My = My (AMs) = My (Mo A) = (M1 M)A

donc MMy € Cy.
(b) Soit M € C4(R) inversible. On a AM = M A ce qui, en multipliant & droite par M !, donne

(AMYM™' = (MA)M ™' = AMMM ™) = MAM ™' = A= MAM ™!
puis, en multipliant & gauche par M !, donne
M7'A=MYMAM™) = (M 'M)AM ™' = AM~*.
Par conséquent, on a M ~! qui appartient & C4.

Partie 2 Etude d’un cas particulier

1. On a
(01 a b a b 0 1 ([ c d 0 a+b
AM_MA_(O 1)(0 d>_(c d)(() 1>_<c d>_(0 c+d)
(¢ d—a—bD
“\e —c
2. On a

MECA@AMMA@)AMMAO@(E d_“_b>0<:>{cz

- d—a—-b=0
c=0 a b
A:
(:){d:aer < (0 a+b>

3. e On montre {\; + pA avec (A, p) € R?} C C4 : On sait que I et A appartiennent & C4 et que C4 est
stable par combinaison linéaire donc, pour tout (A, ) € R?, on a A5+ uA € C4 ce qui prouve 'inclusion
étudiée.

e On montre C4 C {)\Ig + uA avec (A, pu) € RQ} : Soit M € C4. D’aprés la question précédente, la matrice
A s’écrit sous la forme

a b 10 0 1
AZ(O a+b>:a(0 1)+b<0 1):aIQ-‘rbAE{)\IQ+MA3VQC()\,M>€R2}.

On a ainsi prouvé linclusion C4 C {\z + pA avec (A, p) € R?}.
e Par double inclusion, il vient C4 = {Al + pA avec (A, p) € R?}.

Partie 3 Calcul des puissances d’une matrice

1. On calcule A% = A donc, pour tout k € N*, on a A¥ = A. Pour k =0, on a A° = I,.
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2. Soient (z,y) € R? et N = zIy +yA. On a I et A qui commutent donc (x15)(yA) = zyA = (yA)(zlz) de telle
sorte que 'on peut appliquer la formule du bindme de Newton. Soit n € N*. On a

n

N™ = (yA + zL,)" i <Z> (A (xL)" =3 <Z> yFan kI, A

k=0 k=0
n n
§ (k> ykxn—k

A

3. Soit N de C4 donc d’aprés la partie 2, il existe (z,y) € R? tel que N = xl, + yA. Grace a la question
précédente, on a

N? =2l +[(z +y)* —2’]A = ( %2 “&ﬁ%xz >

Par conséquent, on obtient

2 _
2 22 (x+y)? —2? 10 ! _12 9
(z+y)*=1

(z+y)?=1 2y+z)y=0

r=1 r=-—1 T = r=-—1
& ou ou ou

y=0 y=0 y=-2 y=2

Autrement dit, les matrices N de C4 telles que N? = I, sont les matrices I, —1Is, ( =2 ) et ( -1 2 )

@{1210 @{(zl)(erl)O

0 -1



