
Lycée La Prat's PTSI

Devoir Surveillé 5

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans l'appréciation de la copie. Les réponses aux di�érentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L'usage de la calculatrice ou de tout autre
instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 0 (calcul)

1. Mettre sous la forme la plus simple possible :

(a) 1
(n+1)2 + 1

n+1 −
1
n = n+n(n+1)−(n+1)2

(n+1)2n = −1
n(n+1)2

(b) a3−b3
(a−b)2 −

(a+b)2

a−b = a3−b3−(a−b)(a+b)2
(a−b)2 ) = ab2−ba2

(a−b)2 = −ab
a−b

(c)
6(n+1)

n(n−1)(2n−2)
2n+2

n2(n−1)2

= 6(n+1)
n(n−1)2(n−1) ×

n2(n−1)2
2(n+1) = 3

2n

2. 1
1+
√
2+
√
3

= 1+
√
2−
√
3

(1+
√
2)2−

√
3
2 = 1+

√
2−
√
3

2
√
2

=
√
2+2−

√
6

4

3. Calculer et simpli�er au max les valeurs suivantes :

(a) 101!
99! = 101× 100 = 10100

(b)
(
8
3

)
= 8×7×6

6 = 56

(c) 1
n! −

n
(n+1)! = 1

(n+1)!

(d) (3(n+1))!

a3(n+1)((n+1)!)3
÷ (3n)!

a3n(n!)3 = (3(n+1))!

a3(n+1)((n+1)!)3
× a3n(n!)3

(3n)! = (3n+3)(3n+2)(3n+1)
a3(n+1)3 = 3 (3n+2)(3n+1)

a3(n+1)2

Exercice 1 (Calcul)

1. Calculons les valeurs suivantes :

(a) Arcsin( 1
2 ) = π

6

(b) Arctan(
√
3
3 ) = π

6

(c) Arccos( 1√
2
) = π

4

2. Inverser (si possible) les matrices :

(a)

0 2 1
2 0 1
1 2 0

 est inversible et

0 2 1
2 0 1
1 2 0

−1 =

−1/3 1/3 1/3
1/6 −1/6 1/3
2/3 1/3 −2/3


(b)

1 2 3
4 5 6
9 12 15

 n'est pas inversible (Pivot de Gauss et ligne de 0)

3. Résoudre dans C les équations suivantes :

(a) z2 − 2z + 1− i = 0

∆ = 4i = 4eiπ/2 donc une racine est δ = 2eiπ/4 =
√

2(1 + i)

On a deux solutions et z = 2±
√
2(1+i)
2

(b) z2 + 2iz + 3 = 0

∆ = −16 = (4i)2

On a deux solutions et z = −2i±4i
2 donc z = −3i ou z = i.
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4. Résoudre dans C :
8z4 − 8z3 + 27z − 27 = 0

Ecrivons

8z4=8z3 + 27z=27 = 0
⇔ 8(z4 − z3) + 27(z − 1) = 0
⇔ 8z3(z − 1) + 27(z − 1) = 0
⇔ (z − 1)(8z3 + 27) = 0

Donc z = 1 ou z3 = − 27
8 ⇔ z ∈ {− 3

2 ,−
3
2e

2iπ/3,− 3
2e

4iπ/3} d'après mon cours sur les racines neme de l'unité
LA CALOTTE DE SES MORTS !

Exercice 1 (Analyse)

Posons f(x) = 1 + arctan(x2 )

1. La fonction f est dé�nie sur R.

2. On a f ′(x) = 1
2

1
1+( x

2 )
2 ≤ 1

2 donc sup
x∈R
| f ′(x) |= 1

2 = f ′(0).

3. Etudions g(x) = f(x) − x sa dérivée est strictement négative donc gest strictement décroissante sur R or
lim

x→−∞
g(x) = +∞ et lim

x→+∞
g(x) = −∞. Comme g est continue, le TVI assure l'existence d'un unique x0 ∈ R

tel que g(x0) = 0⇔ f(x0) = x0.

4. On dé�nit un par u0 ∈ R et ∀n ∈ N, un+1 = f(un).

(a) f est contractante donc d'après le cours un → x0

(b) On a en appliquant successivement l'inégalité des accroissements �nis :

| x0 − un |=| f(x0)− f(un) |≤ 1
2 | x0 − un−1 | et par récurrence immédiate :

| x0 − un |≤
(

1

2

)n
| x0 − u0 |

(c) On veut | x0−un |≤ 1
1000 , cela arrive si :

(
1
2

)n | x0−u0 |≤ 1
1000 ⇔ n ln(1/2) + ln(| x0−u0 |) ≤ − ln(1000)

⇔ n ≥ ln(1000)+ln(|x0−u0|)
ln(2) ⇔ n ≥ b ln(1000)+ln(|x0−u0|)

ln(2) c+ 1

Exercice 2 (Intégrales)

1. On e�ectue le changement de variable u = π
4 − t :

I =
π/4´
0

ln(1 + tan(t))dt

= −
0́

π/4

ln(1 + tan(π/4− u))du

=
π/4´
0

ln(1 + 1−tan(u)
1+tan(u) )du

=
π/4´
0

ln( 2
1+tan(u) )du

=
π/4´
0

ln(2)− ln(1 + tan(u))du

= π
4 ln(2)− I

.

2. Ainsi 2I = π
4 ln(2)⇔ I = π

8 ln(2)
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Exercice 3 (Complexes)

Soit z ∈ C∗. Ecrivons z = x+ iy avec x, y ∈ R.
On a alors

1

z
=

1

x+ iy
=

x− iy
x2 + y2

=
x

x2 + y2
− y

x2 + y2
i

Ainsi Re(z) = Re( 1
z )⇔ x = x

x2+y2 ⇔ x2 + y2 = 1 ou x = 0
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Problème

Partie 1 Généralités

1. (a) Soient (M1,M2) ∈ C2A et (λ1, λ2) ∈ R2. Par hypothèse, on a AM1 = M1A et AM2 = M2A donc

A(λ1M1 + λ2M2) = λ1AM1 + λ2AM2 = λ1M1A+ λ2M2A = (λ1M1 + λ2M2)A,

autrement dit, on a λ1M1 + λ2M2 ∈ CA.
(b) On a I2A = A = AI2 et AA = A2 = AA donc I2 et A appartiennent à CA.

2. (a) Soit (M1,M2) ∈ C2A, ie AM1 = M1A et AM2 = M2A. On peut écrire

A(M1M2) = (AM1)M2 = (M1A)M2 = M1(AM2) = M1(M2A) = (M1M2)A

donc M1M2 ∈ CA.
(b) Soit M ∈ CA(R) inversible. On a AM = MA ce qui, en multipliant à droite par M−1, donne

(AM)M−1 = (MA)M−1 ⇒ A(MM−1) = MAM−1 ⇒ A = MAM−1

puis, en multipliant à gauche par M−1, donne

M−1A = M−1(MAM−1) = (M−1M)AM−1 = AM−1.

Par conséquent, on a M−1 qui appartient à CA.

Partie 2 Etude d'un cas particulier

1. On a

AM −MA =

(
0 1
0 1

)(
a b
c d

)
−
(
a b
c d

)(
0 1
0 1

)
=

(
c d
c d

)
−
(

0 a+ b
0 c+ d

)
=

(
c d− a− b
c −c

)
.

2. On a

M ∈ CA ⇔ AM = MA⇔ AM −MA = 0⇔
(
c d− a− b
c −c

)
= 0⇔

{
c = 0

d− a− b = 0

⇔

{
c = 0

d = a+ b
⇔ A =

(
a b
0 a+ b

)

3. � On montre
{
λI2 + µA avec (λ, µ) ∈ R2

}
⊂ CA : On sait que I2 et A appartiennent à CA et que CA est

stable par combinaison linéaire donc, pour tout (λ, µ) ∈ R2, on a λI2 +µA ∈ CA ce qui prouve l'inclusion
étudiée.

� On montre CA ⊂
{
λI2 + µA avec (λ, µ) ∈ R2

}
: SoitM ∈ CA. D'après la question précédente, la matrice

A s'écrit sous la forme

A =

(
a b
0 a+ b

)
= a

(
1 0
0 1

)
+ b

(
0 1
0 1

)
= aI2 + bA ∈

{
λI2 + µA avec (λ, µ) ∈ R2

}
.

On a ainsi prouvé l'inclusion CA ⊂
{
λI2 + µA avec (λ, µ) ∈ R2

}
.

� Par double inclusion, il vient CA =
{
λI2 + µA avec (λ, µ) ∈ R2

}
.

Partie 3 Calcul des puissances d'une matrice

1. On calcule A2 = A donc, pour tout k ∈ N∗, on a Ak = A. Pour k = 0, on a A0 = I2.
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2. Soient (x, y) ∈ R2 et N = xI2 + yA. On a I2 et A qui commutent donc (xI2)(yA) = xyA = (yA)(xI2) de telle
sorte que l'on peut appliquer la formule du binôme de Newton. Soit n ∈ N∗. On a

Nn = (yA+ xI2)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
(yA)k(xI2)n−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
ykxn−kI2A

k

=

(
n

0

)
xnA0 +

[
n∑
k=1

(
n

k

)
ykxn−kA

]
= xnI2 +

[
n∑
k=1

(
n

k

)
ykxn−k

]
A

= xnI2 +

[
n∑
k=0

(
n

k

)
ykxn−k − xn

]
A = xnI2 + [(y + x)n − xn]A

3. Soit N de CA donc d'après la partie 2, il existe (x, y) ∈ R2 tel que N = xI2 + yA. Grâce à la question
précédente, on a

N2 = x2I2 + [(x+ y)2 − x2]A =

(
x2 (x+ y)2 − x2
0 (x+ y)2

)
.

Par conséquent, on obtient

N2 = I2 ⇔
(
x2 (x+ y)2 − x2
0 (x+ y)2

)
=

(
1 0
0 1

)
⇔


x2 = 1

(x+ y)2 − x2 = 0

(x+ y)2 = 1

⇔

{
x2 − 1 = 0

(x+ y)2 = 1
⇔

{
(x− 1)(x+ 1) = 0

(2y + x)y = 0

⇔

{
x = 1

y = 0
ou

{
x = −1

y = 0
ou

{
x = 1

y = −2
ou

{
x = −1

y = 2
.

Autrement dit, les matrices N de CA telles que N2 = I2 sont les matrices I2, −I2,
(

1 −2
0 −1

)
et

(
−1 2
0 1

)
.
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