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Corrigé Devoir Surveillé 1
Exercice 1
On pose Vz € R, f(x) = ze~"+1, On note C sa courbe représentative.
1. (a) Soit = réel non nul, %.;22 =15 = e~ H1,
3:72 : A — 2 e
(b) Comme Nl 0 par croissance comparée (poser u = x°) et N 0 alors f(z) ST 0
2. Pour tout réel x, on considére les points M et N de la courbe C d’abscisses respectives = et—zx.
(a) Soit z € R. On dispose de trois points : O(0,0), M(z, f(z)), et N(—z, f(—z)). On a :
o OM? =22+ f(z)? =22 + m26—2w2+27
o ON2 = (—2)? + f(—z)% = (—2)? 4 (—x)2e 200" +2 = g2 | p2-20"+2
Ainsi OM = ON et O est le milieu de [MN].
(b) On peut alors en déduire que C admet une symétrie centrale.
3. On calcule : ) ) ,
fl@)y=e T gae ™t x (—22) = T (22" +1)
Ainsi f'(z) =0 < 2% = % Sr= :tg. Un tableau de signe de f’ montre alors que f est croissante sur [0, g]
et décroissante sur [?, +ool.

4.

(a) Commencons par calculer f(0) =0, f(*32) = gelm > 0.5 et on sait que Erf f(z)=0.

e Sur lintervalle [0, ?}, la fonction f est strictement croissante, continue et de plus

V2

o) =0 £ =22

e/ > 0.5.

D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel « € [0, %[ tel que f(«) = 0.5

e Sur lintervalle [?, +oo], la fonction f est strictement décroissante, continue et de plus

o2 = ?e”z

5 >05 lim f(z)=0.

r—r+00

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel 3 6]%, +oo] tel que f(B) =
0.5.

(b) Gréace au tableau de variations, on déduit que f(z) > 0.5 < z € [«, §]

5. Soit A un réel strictement positif. On pose I4 = fOA f(x)dx.

2
(e —e 4 +1>.

.2
(a) Onaly = fOA ze~ T tldy = E _;1]64 =

(SIS

2
(b) Comme e=4™*t1 — QOalors [, —
A—+o00 A—+o00

e

6. On s’intéresse a la partie grisée du plan qui est délimitée par :
e la courbe C et la courbe C’ symétrique de C par rapport & I’axe des abscisses ;

e le cercle de centre {2 (%, 0) et de rayon 0.5 et son symétrique par rapport a ’axe des ordonnées.

On admet que les disques sont entiérement situés entre la courbe C et la courbe C’.
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L’aire en gris vaut, par symétrie, 4 fois la quantité calculée a la question précédente de laquelle on soustrait
I’aire des deux disques.

L’aire d’un des disques valant 7 x 0.5% = 7, laire cherchée est 4.5 — 27 = 467_”.

Exercice 0
1. On a:

a3—b3_(a+b)2_a3—b3—(a+b)2(a—b)_a2b—b2a_ ab
(a —b)? a—b (a —b)? ~ (a—0b)2  a-—0b

2. Soit t # —1. OnposeA:ﬁ—ﬁetB:(1+t2)(1—|—t)2. Ona:

AB — A+ A+ A+ +1)°

=1+t -(1+t*) =2t

1412 (1+1)?
3.0na:
542v6 |, 5-2v6 _  (5+2v6)(v2-V3)+(5-2v6)(vV2+V3)
NCTRV- v ey S =3
= —(10v2 - 4V18)
= 2v/2

4. OnaVzeR:

1 3 x
<2m—§> :8x3—6x2+3§—

o | =

Exercice 2

On consideére la fonction f qui & z > 1 associe f(z) = V& — 1. Pour tout > 1, calculer et simplifier les expressions
suivantes.

L f@)+ iy =ve—1+ A =Ve—1+¥8 = Vo —1(1+ ;1) = Vo — L35 = o=

1 z—1
o f@42)—f(z) _ JaEl-vE=T _ (vaFi-va-1)’ = oty Dt _ - D@+ 1) =
T @)+ (@) T VarHVe—T T (VaFl+ve—1) (VaFl-va—1) etl-wtl B B
r—Vr2 -1

3. Ve r2f(@)=vVr+2vr —1=/(Vo—1+1)2=vz-1+1
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4 f/(x) _ 2\/% _ 1
U f@) T Va—-1 T 2(z-1)
5 4 " _ -1 4 -1 m_ Vr—1 — m 1— 1 _ z(z—2)
@)+ 4N (@) = Ve =1+ 4 e e = Ve eonvimtve=T = Ve~ - aoe) = aoyves
6. L@ — Vel g VEl  __g(p—1)2

@) o= [CE Ve

Exercice 3

Le contraire de :

Vee R,ACER, :VyeR*, |y—1|<(=]e¥ —e|<e

est :
JeeR:V(eR,FyeR", |y—1|< (et |/ —e|>e

Exercice 4

On définit une suite en posant ug = 8 et Vn € Nyu,+1 = 0.85u,, + 1.8.

1. Résolvons :
[=214+3<1=-3

2. Pour tout n € N, on pose v,, = u,, — [. Calculons
Upnt1l = Upg1+ 3

2up +3+3
2(v, —3)+6

Ainsi (v,) est géométrique de raison 2.

3. On sait alors que pour tout n € N,
vy = 192" = 8.2".

4. On a alors, pour tout n € N,
Uy =V, —3=82"—3

5. Il est alors clair que limu,, = +o.

Exercice 5

Soit ¢ € R%.. Pour tout x € R, on pose f(r) = —==

1. Calulons
_ f(z)

f(f(x) = \/HTW

2
1+c<\/1i'7)

T
e
NiExereEwrs
WiEsTrs
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2. Calculons :

fFf @) = fof(f(x))

f(z)
o \/1+2cf(?)2
_ V14cz2
2
HQC(@)
J— X
Vitea?\[142e 2
X
V14cx2+2cx?
— xT
v 143cz?
3. 1l est raisonnable de penser que fo fo...o f(x) = \/ﬁ
n fois
4. Posons Vn € N*, la propriété P, : "Vx € R, fo fo..o f(z) = ﬁ”
n fois
e P est évidemment vraie car f(z) = Vliﬁ
e Soit n € N* tel que P, est vraie. On a
fofo..of(x) = fofo..of(f(x))
— —
n+1 fois n fois
_ f(z)
1+ncf(xz)?
— V14cz?2
2
1+nc(\/1i?)
J— xT
Vitea? [14ne g
xT
V14cx2+ncz?
J— X
1+ (n+1)ca?
et P, est vraie.
.. _ x
e Ainsivn e N, fo fo..o f(x)= ey

n fois



