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Corrigé Devoir Surveillé 1

Exercice 1

On pose ∀x ∈ R, f(x) = xe−x
2+1. On note C sa courbe représentative.

1. (a) Soit x réel non nul, ex .
x2

ex2 = x e
ex2 = xe−x

2+1.

(b) Comme x2

ex2 −→
x→+∞

0 par croissance comparée (poser u = x2) et e
x −→x→+∞

0 alors f(x) −→
x→+∞

0

2. Pour tout réel x, on considère les points M et N de la courbe C d'abscisses respectives x et−x.

(a) Soit x ∈ R. On dispose de trois points : O(0, 0), M(x, f(x)), et N(−x, f(−x)). On a :

• OM2 = x2 + f(x)2 = x2 + x2e−2x
2+2,

• ON2 = (−x)2 + f(−x)2 = (−x)2 + (−x)2e−2(−x)
2+2 = x2 + x2e−2x

2+2

Ainsi OM = ON et O est le milieu de [MN ].

(b) On peut alors en déduire que C admet une symétrie centrale.

3. On calcule :
f ′(x) = e−x

2+1 + xe−x
2+1 × (−2x) = e−x

2+1
(
−2x2 + 1

)
Ainsi f ′(x) = 0⇔ x2 = 1

2 ⇔ x = ±
√
2
2 . Un tableau de signe de f ′ montre alors que f est croissante sur [0,

√
2
2 ]

et décroissante sur [
√
2
2 ,+∞[.

4. (a) Commençons par calculer f(0) = 0, f(
√
2
2 ) =

√
2
2 e

1/2 > 0.5 et on sait que lim
x→+∞

f(x) = 0.

• Sur l'intervalle [0,
√
2
2 ], la fonction f est strictement croissante, continue et de plus

f(0) = 0 f(

√
2

2
) =

√
2

2
e1/2 > 0.5.

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel α ∈ [0,
√
2
2 [ tel que f(α) = 0.5.

• Sur l'intervalle [
√
2
2 ,+∞[, la fonction f est strictement décroissante, continue et de plus

f(

√
2

2
) =

√
2

2
e1/2 > 0.5 lim

x→+∞
f(x) = 0.

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel β ∈]
√
2
2 ,+∞[ tel que f(β) =

0.5.

(b) Grâce au tableau de variations, on déduit que f(x) ≥ 0.5⇔ x ∈ [α, β]

5. Soit A un réel strictement positif. On pose IA =
∫ A
0
f(x)dx.

(a) On a IA =
∫ A
0
xe−x

2+1dx = [ e
−x2+1

−2 ]A0 = 1
2

(
e− e−A2+1

)
.

(b) Comme e−A
2+1 −→

A→+∞
0 alors IA −→

A→+∞
e
2 .

6. On s'intéresse à la partie grisée du plan qui est délimitée par :

• la courbe C et la courbe C′ symétrique de C par rapport à l'axe des abscisses ;

• le cercle de centre Ω
(√

2
2 , 0

)
et de rayon 0.5 et son symétrique par rapport à l'axe des ordonnées.

On admet que les disques sont entièrement situés entre la courbe C et la courbe C′.
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L'aire en gris vaut, par symétrie, 4 fois la quantité calculée à la question précédente de laquelle on soustrait
l'aire des deux disques.

L'aire d'un des disques valant π × 0.52 = π
4 , l'aire cherchée est 4. e2 − 2π4 = 4e−π

2 .

Exercice 0

1. On a :

a3 − b3

(a− b)2
− (a+ b)2

a− b
=
a3 − b3 − (a+ b)2(a− b)

(a− b)2
=
a2b− b2a
(a− b)2

=
ab

a− b

2. Soit t 6= −1. On pose A = 1
1+t2 −

1
(1+t)2 et B = (1 + t2)(1 + t)2. On a :

AB =
(1 + t2)(1 + t)2

1 + t2
− (1 + t2)(1 + t)2

(1 + t)2
= (1 + t)2 − (1 + t2) = 2t

3. On a :

5+2
√
6√

2+
√
3

+ 5−2
√
6√

2−
√
3

=
(5+2

√
6)(
√
2−
√
3)+(5−2

√
6)(
√
2+
√
3)

2−3
= −

(
10
√

2− 4
√

18
)

= 2
√

2

4. On a ∀x ∈ R :

(
2x− 1

2

)3

= 8x3 − 6x2 + 3
x

2
− 1

8

Exercice 2

On considère la fonction f qui à x > 1 associe f(x) =
√
x− 1. Pour tout x > 1, calculer et simpli�er les expressions

suivantes.

1. f(x) + 1
f(x) =

√
x− 1 + 1√

x−1 =
√
x− 1 +

√
x−1
x−1 =

√
x− 1(1 + 1

x−1 ) =
√
x− 1. x

x−1 = x√
x−1

2. f(x+2)−f(x)
f(x+2)+f(x) =

√
x+1−

√
x−1√

x+1+
√
x−1 =

(
√
x+1−

√
x−1)

2

(
√
x+1+

√
x−1)(

√
x+1−

√
x−1)

=
x+1+x−1−2

√
(x−1)(x+1)

x+1−x+1 = x −
√

(x− 1)(x+ 1) =

x−
√
x2 − 1

3.
√
x+ 2f(x) =

√
x+ 2

√
x− 1 =

√
(
√
x− 1 + 1)2 =

√
x− 1 + 1

2



Lycée La Prat's PTSI

4. f ′(x)
f(x) =

1
2
√

x−1√
x−1 = 1

2(x−1)

5. f(x) + 4f ′′(x) =
√
x− 1 + 4. −1

4(x−1)
√
x−1 =

√
x− 1−

√
x−1

(x−1)
√
x−1
√
x−1 =

√
x− 1(1− 1

(x−1)2 ) = x(x−2)
(x−1)

√
x−1

6. f(x)
f ′′(x) =

√
x−1
−1

4(x−1)
√

x−1

= −4.
√
x−1
1

(x−1)
√

x−1

= −4(x− 1)2

Exercice 3

Le contraire de :

∀ε ∈ R,∃ζ ∈ R∗+ : ∀y ∈ R∗, | y − 1 |≤ ζ ⇒| ey − e |≤ ε

est :
∃ε ∈ R : ∀ζ ∈ R∗+,∃y ∈ R∗, | y − 1 |≤ ζ et | ey − e |> ε.

Exercice 4

On dé�nit une suite en posant u0 = 8 et ∀n ∈ N,un+1 = 0.85un + 1.8.

1. Résolvons :
l = 2l + 3⇔ l = −3

2. Pour tout n ∈ N, on pose vn = un − l. Calculons

vn+1 = un+1 + 3
= 2un + 3 + 3
= 2(vn − 3) + 6
= 2vn

Ainsi (vn) est géométrique de raison 2.

3. On sait alors que pour tout n ∈ N,
vn = v02n = 8.2n.

4. On a alors, pour tout n ∈ N,
un = vn − 3 = 8.2n − 3

5. Il est alors clair que limun = +∞.

Exercice 5

Soit c ∈ R∗+. Pour tout x ∈ R, on pose f(x) = x√
1+cx2

.

1. Calulons
f(f(x)) = f(x)√

1+ncf(x)2

=
x√

1+cx2√
1+c

(
x√

1+cx2

)2

= x
√
1+cx2

√
1+c x2

1+cx2

= x√
1+cx2+cx2

= x√
1+2cx2
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2. Calculons :
f(f(f(x))) = f ◦ f(f(x))

= f(x)√
1+2cf(x)2

=
x√

1+cx2√
1+2c

(
x√

1+cx2

)2

= x
√
1+cx2

√
1+2c x2

1+cx2

= x√
1+cx2+2cx2

= x√
1+3cx2

3. Il est raisonnable de penser que f ◦ f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸
n fois

(x) = x√
1+ncx2

.

4. Posons ∀n ∈ N∗, la propriété Pn : ”∀x ∈ R, f ◦ f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸
n fois

(x) = x√
1+ncx2

”

• P1 est évidemment vraie car f(x) = x√
1+cx2

.

• Soit n ∈ N∗ tel que Pn est vraie. On a

f ◦ f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸
n+1 fois

(x) = f ◦ f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸
n fois

(f(x))

= f(x)√
1+ncf(x)2

=
x√

1+cx2√
1+nc

(
x√

1+cx2

)2

= x
√
1+cx2

√
1+nc x2

1+cx2

= x√
1+cx2+ncx2

= x√
1+(n+1)cx2

et Pn+1 est vraie.

• Ainsi ∀n ∈ N, f ◦ f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸
n fois

(x) = x√
1+ncx2
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