
Lycée La Prat's PTSI

Devoir Surveillé 3

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans l'appréciation de la copie. Les réponses aux di�érentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L'usage de la calculatrice ou de tout autre
instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 0 : Calcul littéral
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2. On considère la fonction f qui à x > 1 associe f(x) =
√
x− 1. Pour tout x > 1, calculer et simpli�er :
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3. Elever ces quantités au carré a�n d'en donner une expression simpli�ée :
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Exercice 1 : Calcul prépa

1. Une primitive de :

(a) x 7→ xex
2

est x 7→ ex
2

2

(b) x 7→ cos(x)
sin4(x)

est x 7→ 1
−3 sin3(x)

2. On a :

(a)
´ 1/3
0

dt
1+9t2 = [Arctan(3t)3 ]

1
3
0 = Arctan(1)

3 = π
12

(b)
´ 1
0

t3√
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dt

On reconnait une intégrale de la forme
´
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et v(t) = t2. Ainsi :
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(c)
´ x
2
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t−
√
t
avec x ∈]1,+∞[ et en posant u =
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t
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√
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Alors
´ x
2

dt
t−
√
t

=
´√x√

2
2udu
u2−u =

´√x√
2

2du
u−1 = 2[ln(u− 1)]

√
x√
2

= 2(ln(
√
x− 1)− ln(

√
2− 1))

Exercice 2

Le but de cet exercice est de calculer
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1+t3 = 1/3

t+1 +
− 1

3 t+
2
3

t2−t+1

3. On a en�n ´ 1
0

dt
1+t3 =

´ 1
0

1/3
t+1 +

− 1
3 t+

2
3

t2−t+1dt

=
´ 1
0

1/3
t+1dt−

1
3

´ 1
0

t−2
t2−t+1dt

=
´ 1
0

1/3
t+1dt−

1
3

´ 1
0

1
2

2t−1
t2−t+1 −

3
2

1
t2−t+1dt

= 1
3

´ 1
0

1
t+1dt−

1
6

´ 1
0

2t−1
t2−t+1dt−

3
2

´ 1
0

1

(t− 1
2 )

2
+ 3

4

dt

= 1
3 [ln(t+ 1)]10 − 1

6 [ln(t2 − t+ 1)]10 − 3
2 [ 2√

3
Arctan( 2t−1√

3
)]10

= 1
3 ln(2)− 3√

3

(
Arctan( 1√

3
)−Arctan(−1√

3
)
)

= 1
3 ln(2)− 3√

3
2Arctan( 1√

3
)

= 1
3 ln(2)− 3√

3
2π6

= 1
3 ln(2)− π√
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Exercice 3

Résolvons les équations suivantes :

1. z2 − 2iz − 1 + 2i = 0.

Calculons :
∆ = (−2i)2 − 4.1.(−1 + 2i) = −4 + 4− 8i = −8i

Or −8i = (2− 2i)
2

Il y a donc deux solutions : z1 = 2i−2+2i
2 = −1 + 2i et z2 = 2i+2−2i

2 = 1.

2. iz2 + iz + 1 + i = 0.

Calculons :
∆ = i2 − 4.i.(1 + i) = 3− 4i

On cherche δ = a+ ib tel que δ2 = ∆⇔

{
a2 − b2 = 3

2ab = −4
⇔

{
a = ±2

b = ∓1
. Je chosis δ = 2− i.

Il y a donc deux solutions : z1 = −i−2+i
2i = i et z2 = −i+2−i

2i = −1− i.

Exercice 4

Déterminer l'ensemble des solutions des equations di�érentielles :

1. y′ + sin(t)y = sin(2t).

Les solutions de l'équation homogène sont :

SH = { R → R
t 7→ Aecos(t)

| A ∈ R}
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On remarque ensuite que sin(2t) = 2 sin(t) cos(t). On tente donc de remplacer y(t) par cos(t) :

− sin(t) + sin(t) cos(t)

puis par 2 cos(t)
−2 sin(t) + 2 sin(t) cos(t)

et en�n par 2 cos(t) + 2
2 sin(t) cos(t)

et on a trouvé notre solution particulière. Ainsi les solutions de l'équation sont :

S = { R → R
t 7→ Aecos(t) + 2 cos(t) + 2

| A ∈ R}

2. L'équation caractéristique est
r2 + 4r + 4 = 0⇔ (r + 2)2 = 0

Les solutions de l'équation homogène sont :

SH = { R → R
t 7→ e−2t(At+B)

| A,B ∈ R}

On cherche une solution particulière de la forme f(t) = λ(t)e−2t donc f ′(t) = e−2t(λ′(t) − 2λ(t)) donc
f ′′(t) = e−2t(λ′′(t)− 4λ′(t) + 4λ(t)) on injecte :

e−2t(λ′′(t)− 4λ′(t) + 4λ(t) + 4 (λ′(t)− 2λ(t)) + 4λ(t)) = e−2t

1+t2

⇔ λ′′(t) = 1
1+t2

On prend alors λ′(t) = Arctan(t) puis λ(t) = tArctan(t)− 1
2 ln(1 + t2). Les solutions de l'équation sont :

S = { R → R
t 7→ e−2t(At+B + tArctan(t)− 1

2 ln(1 + t2))
| A,B ∈ R}

Problème

On considère l'équation di�érentielle (E) : x(x− 1)y′+ (x− 1
2 )y = 1 et on note (EH) l'équation homogène associée.

1. On transforme l'équation di�érentielle en :

y′ +
x− 1

2

x(x− 1)
y =

1

x(x− 1)
.

Or ∀x ∈ R \ {0, 1}, x− 1
2

x(x−1) = 1
2x + 1

2(x−1) .

(a) Sur I1 =] −∞, 0[, une primitive de x 7→ x− 1
2

x(x−1) est x 7→ 1
2 (ln(−x) + ln(−(x − 1))) = ln(

√
−x
1−x ). Ainsi

l'ensemble des solutions de l'équation homogène est :

H1 = {
I1 → R
x 7→ Ae− ln(

√
−x(1−x)) = A 1√

−x(1−x)
| A ∈ R}.

(b) Sur I2 =]0, 1[. une primitive de x 7→ x− 1
2

x(x−1) est x 7→
1
2 (ln(x)+ln(−(x−1))) = ln(

√
x

1−x ). Ainsi l'ensemble

des solutions de l'équation homogène est :

H2 = {
I2 → R
x 7→ Ae− ln(

√
x(1−x)) = A 1√

x(1−x)
| A ∈ R}.
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(c) Sur I3 =]1,+∞[, une primitive de x 7→ x− 1
2

x(x−1) est x 7→
1
2 (ln(x)+ln(x−1)) = ln(

√
x
x−1 ). Ainsi l'ensemble

des solutions de l'équation homogène est :

H3 = {
I3 → R
x 7→ Ae− ln(

√
x(x−1)) = A 1√

x(x−1)
| A ∈ R}.

2. Résolution sur I2.

(a) La fonction Arcsin est dé�nie sur [−1, 1], dérivable sur ]− 1, 1[ et sa dérivée est x 7→ 1√
1−x2

.

(b) Pour tout x ∈ I2, on pose u(x) =
√
x. On a :

u′(x)√
1− u2(x)

=
1/2
√
x√

1− x
=

1

2
√
x(1− x)

.

Ainsi une primitive sur I2 de x 7→ 1√
x(1−x)

est :

I2 → R
x 7→ 2Arcsin(

√
x)

.

(c) On cherche une solution de la forme f(x) = A(x) 1√
x(1−x)

. Ainsi on a par variation de la constante :

A′(x) 1√
x(1−x)

= 1
x(x−1)

⇔ A′(x) = −1√
x(1−x)

⇐ A(x) = −2Arcsin(
√
x)

Ainsi pour tout x ∈ I2, on a f(x) = −2Arcsin(
√
x)√

x(1−x)
.

(d) Ainsi l'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle dé�nies sur I2 est :

S2 = {
I2 → R
x 7→ A 1√

x(1−x)
+ −2Arcsin(

√
x)√

x(1−x)
| A ∈ R}.

3. Etude préliminaire.

(a) Soit y > 1. Résolvons :

ch(x) = y
⇔ ex + e−x = 2y
⇔ X + 1

X = 2y avec X = eˆx
⇔ X2 − 2yX + 1 = 0

On calcule alors ∆ = 4y2− 4 = 4(y2− 1) > 0. Or x > 0 donc X > 1. On prend la racine supérieure à 1 :

X =
2y+
√

4(y2−1)
2

⇔ X = y +
√
y2 − 1

⇔ x = ln(y +
√
y2 − 1)

De plus ch(0) = 1 et ln(1 +
√

12 − 1) = 0 donc ch : R+ → [1,+∞[ est bijective et sa bijection réciproque
est :

Argch :
[1,+∞[ → R+

y 7→ ln(y +
√
y2 − 1)

(b) La fonction ch est dérivable sur R+ et ch'=sh. Or sh(x) 6= 0 si x 6= 0 Ainsi d'après le théorème où on
dérive la bijection réciproque, Argch est dérivable sur ]1,+∞[, de plus :

Argch′(y) =
1

sh(Argch(y))
=

1√
ch2(Argch(y))− 1

=
1√
y2 − 1
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(c) La fonction sh est impaire, on se permet donc de résoudre sur R+. Soit y ∈ R∗+. Résolvons :

sh(x) = y
⇔ ex − e−x = 2y
⇔ X − 1

X = 2y avec X = ex

⇔ X2 − 2yX − 1 = 0

On calcule alors ∆ = 4y2 + 4 = 4(y2 + 1) > 0. Or si x > 0 alors X > 1. On prend la racine supérieure à
1 :

X =
2y+
√

4(y2+1)

2

⇔ X = y +
√
y2 + 1

⇔ x = ln(y +
√
y2 + 1)

De plus par imparité (il faut faire le calcul si y est negatif et utiliser ce qui précède), la formule précédente
est aussi valable pour y < 0 et aussi sh(0) = 0, donc sh : R→ R est bijective et sa bijection réciproque
est :

Argsh :
R → R
y 7→ ln(y +

√
y2 + 1)

(d) La formule de la dérivée d'une bijection réciproque, sachant sh′ = ch 6= 0 et ch2 − ch2 = 1 donne de
même, Argsh′(x) = 1√

x2+1
.

4. (a) Pour tout x ∈ I3, on pose u(x) =
√
x. Calculons :

u′(x)√
u(x)2 − 1

=
1/2
√
x√

x− 1
=

1

2
√
x(x− 1)

La méthode de variation de la constante sur I3 conduit à :

A′(x) 1√
x(x−1)

= 1
x(x−1)

⇔ A′(x) = 1√
x(x−1)

⇐ A(x) = 2Argch(
√
x)

Et une solution particulière sur I3 est x 7→ 2Argch(
√
x)√

x(x−1)

(b) Ainsi l'ensemble des solutions de (E) dé�nies sur I3 est :

S3 = {
I3 → R
x 7→ A 1√

x(x−1)
+ 2Argch(

√
x)√

x(x−1)
| A ∈ R}.

(c) Pour tout x ∈ I1, on pose v(x) =
√
−x. Calculons :

v′(x)√
v(x)2 + 1

=
−1/2

√
−x√

−x+ 1
=
−1

2

1√
−x(1− x)

La méthode de variation de la constante sur I1 conduit à :

A′(x) 1√
−x(1−x)

= 1
−x(−1)(x−1)

⇔ A′(x) = 1√
−x(1−x)

⇐ A(x) = −2Argsh(
√
−x)

Et une solution particulière sur I1 est x 7→ −2Argsh(
√
−x)√

−x(1−x)

(d) Ainsi l'ensemble des solutions de (E) dé�nies sur I1 est :

S1 = {
I1 → R
x 7→ A 1√

−x(1−x)
− 2Argsh(

√
−x)√

−x(1−x)
| A ∈ R}.
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