Lycée La Prat’s PTSI

Devoir Surveillé 3

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans ’appréciation de la copie. Les réponses aux différentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L’usage de la calculatrice ou de tout autre
instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 0 : Calcul littéral

1. On a
2-v3 _ (2-Vv3)(2-Vv2) 4-2V3-2v2+6
2+v2  (2+v2) (2-Vv2) 2

2. On considére la fonction f qui & > 1 associe f(z) = v/ — 1. Pour tout x > 1, calculer et simplifier :

FO = VT
(a) = Voxt v

f@+2)—f(z) _  aFti-
flz+2)+f(z) z+1 +\/

(b) - wmwﬁ)

3. Elever ces quantités au carré afin d’en donner une expression simplifiée :

(a) Calculons

(\/3+\f—¢3—\/5)2

34v5+3-vV5—2vV3+vV5V3-V56
6-2v32_5
2

Ainsi V3+vV5 - V3 - V6 =1v2
(b) Calculons

(\/3—2J§+\/3+2\/§)2 = 3-2V2+3+2V2+2V3-2/2V3+2/2
6+ 2v1
= 8

Ainsi V3 — 22+ V3 +2v2 = V8 = 2/2.

Exercice 1 : Calcul prépa

1. Une primitive de :

2 22
(a) x> xe® est x> G-

cos(z) 1
(b) R 4(x) est z +— —3sin3(z)
2. On a:
1/3 4¢  _ [Arctan(3t)15 _ Arctan(l) _ x
@) Jo 1+9t2 = Tc‘;n( I§ =5 )_ﬁ
() fy yasmdt
On reconnait une intégrale de la forme [u'v avec u'(t) = \/Htrw et v(t) = t2. Ainsi :
2 VI43t291_ Ll 2tV/I4382 _ 2 27 2 2\3/211 _ 2 2/ 2 2\ _ 36-3244 _ 4
Jo W =[50 fy 5P = -3 aks (14382) 7 o = 3 -3 (5568~ 3%5) = S8 = o
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) Jy t—df/i avec = €]1,4+00[ et en posant u = v/t

Si w = +/t alors t = u2 et dt = 2udu.
Alors [y b = [P 2udu _ [V 20 _ oy — 1)]V7 = 2(In(yZ — 1) ~ In(v2 — 1))

Exercice 2

Le but de cet exercice est de calculer fol 1_‘?_13

1.Onal+#d=1+t)>—t+1).

2. On a 1+t3 - 1514»#?{ + ;%ttigl

3. On a enfin - L s .

0 T+63 i 9 ﬁ; t2;t+% dtt_2 u
= Jo t+1%" T 3 Jo 2—t+1
= 01 tlﬁdt zla OlétQQttJlrl_2t2 Tt
- 3 fo t+1dt sJo 7= t-il-l -3y (t— %1)2+% t
= g[ln( + 1)) — g[ln(t2 —t+ 1))} %[%Arctan(f)]é
= 1In(2) - % (Arctcm(%) Arctan(%))
= 1In(2) - %2Arctan(i3)
= 3hn(2) - 52§
$1In(2) - I=

Exercice 3

Résolvons les équations suivantes :

1. 22 —2iz—1+4+2i=0.
Calculons :
A=(-2i)>—41.(-1+2i)=—-4+4—8 = -8
Or —8i = (2 — 2i)°
I y a donc deux solutions : z = 222420 = 1 4 2 et 2o = 242220 — |,
2. iz +iz+1+i=0.

Calculons :
A=i*—4i(1+i)=3—4i

. Je chosis § =2 — .

2_p2=3 =42
On cherche § = a + b tel que §2 = A & {a {a

2ab = — =F1

Il y a donc deux solutions : z; = TE2HE — joaf g, = S22 — ] g,
21 2%

Exercice 4
Déterminer I’ensemble des solutions des equations différentielles :

1.y +sin(t)y = sin(2t).

Les solutions de I’équation homogéne sont :

R
Su=1{,

U
2=

[\
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On remarque ensuite que sin(2t) = 2sin(t) cos(t). On tente donc de remplacer y(t) par cos(t) :

—sin(t) + sin(t) cos(t)
puis par 2 cos(t)
—2sin(t) + 2sin(t) cos(t)
et enfin par 2 cos(t) + 2
2sin(t) cos(t)

et on a trouvé notre solution particuliére. Ainsi les solutions de ’équation sont :

R — R

§=1 t = Aec®) 4 2cos(t)

I | A e R}

2. L’équation caractéristique est
P 4dr+4=0s(r+2)*=0

Les solutions de I’équation homogéne sont :

R — R

Su={} o e2(at+B)

| A, B € R}

On cherche une solution particuliere de la forme f(t) = A(t)e=2! donc f'(t) = e 2 (N (t) — 2A(¢)) donc
/() = e 2(N'(t) — 4N (t) + 4X(t)) on injecte :

72N (t) — AN () +4A(E) + 4 (N (1) — 20(1) +4A(1) = S
P N(t) = e

On prend alors X' (t) = Arctan(t) puis A(t) = tArctan(t) — 4 In(1 + t?). Les solutions de I'équation sont :

R — R

5= t — e (At + B+ tArctan(t) — 1 In(1 + %))

| A,B € R}

Probléme
On considére équation différentielle (E) : z(z — 1)y’ + (z — 3)y = 1 et on note (Ep) I'équation homogene associée.

1. On transforme 1’équation différentielle en :

Or Vz e R\ {0,1}, 7;;751) = % + 72($£1).

(a) Sur I; =] — 00,0[, une primitive de = — J%—%) est £ — 1(In(—2z) + In(—(z — 1))) = In(y/%). Ainsi

I’ensemble des solutions de ’équation homogeéne est :

Il — R
Hy = { T = Ae—ln(\/—x(l—ac)) —A 1 | Ae R}

Vs

ur /o =|0, 1|. une primitive de z > ;7% est z — 5(In(z)+In(—(x— = In(,/+=). Ainsi I'’ensemble
b) Sur I, =]0, 1 imitive d e 1 1 1 In(y/7%). Ainsi I bl
des solutions de I’équation homogene est :

L, — R
Hy={ , ., Ae-W(e(-2)_,_ 1 |A€R}

va(l—z)
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(c) Sur I3 =]1,4+o0[, une primitive de x % est z — 1 (In(z) +In(z—1)) = In(,/=%;). Ainsi I'ensemble

des solutions de ’équation homogeéne est :

o Is — R Aem
s={ , Ae%n«/ﬁ):A\/ﬁ | A€R}.
2. Résolution sur Is.
(a) La fonction Arcsin est définie sur [—1, 1], dérivable sur | — 1, 1] et sa dérivée est x +— 117952'

(b) Pour tout = € I5, on pose u(x) = /2. On a:
u'(z) _ 1/2y/x _ 1 .
VI—u(z) Vi-z 221 -x)

Ainsi une primitive sur I de z \/ﬁ est :
xr —T

L, — R
x = 2Arcsin(y/z)

(¢) On cherche une solution de la forme f(x) = A(x) (11_ - Ainsi on a par variation de la constante :
/ 1 — 1
4 (:I;) vVz(l—z) - z(z—1)
/ _ —1
& A'(z) = o)
= A(x) = —2Arcsin(y/x)

Ainsi pour tout x € I, on a f(z) = _%\%M

(d) Ainsi ensemble des solutions de ’équation différentielle définies sur I est :
I, — R

Sy = { 1 —2Arcsin(y/T) | Ae R}
— A
t \/:v(lfa:) + \/z(lfm)

3. Etude préliminaire.

(a) Soit y > 1. Résolvons :

ch(x) =y
& el te” = 2y
& X+% = 2y avecX =e'z
& X?2-2yX+1 = 0

On calcule alors A = 4y? —4 = 4(y> —1) > 0. Or z > 0 donc X > 1. On prend la racine supérieure & 1 :

X = 2y++/4(y%-1)
- 2

& X = y+Vyr-1

< z = In(y+/y?>—-1)
De plus ch(0) = 1 et In(1+ /12 — 1) = 0 donc ch : Ry — [1, +00[ est bijective et sa bijection réciproque
est :

[17"‘00[ — R+
Argch :
e y = In(y+ 9?2 - 1)

(b) La fonction ch est dérivable sur Ry et ch’=sh. Or sh(z) # 0 si z # 0 Ainsi d’apreés le théoréme ou on
dérive la bijection réciproque, Argch est dérivable sur |1, +oo], de plus :

1 1 1
h(Argeh(y)) — \J/ch?(Argeh(y)) —1 2 —1

Argceh/(y) =
s
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(c) La fonction sh est impaire, on se permet donc de résoudre sur R . Soit y € R% . Résolvons :

sh(z) =y
& e —e " = 2y
& Xf§ = 2y avec X =¢”
& X2-2yX -1 = 0

On calcule alors A = 4y? +4 = 4(y?>+1) > 0. Or si z > 0 alors X > 1. On prend la racine supérieure
1:
X = 2y+v/4(*+1)
- 2

& X = y+yP+1
< = In(y+y?>+1)
De plus par imparité (il faut faire le calcul si y est negatif et utiliser ce qui précede), la formule précédente

est aussi valable pour y < 0 et aussi sh(0) = 0, donc sh : R — R est bijective et sa bijection réciproque
est :

Argsh : R = R
By sy + V)

(d) La formule de la dérivée d’une bijection réciproque, sachant sh’ = ch # 0 et ch? — ch? = 1 donne de

méme, Argsh/(z) = \/xéﬁ

4. (a) Pour tout x € I3, on pose u(x) = /z. Calculons :

u'(x) _ 1/2/x _ 1
Vu@)?2-1 Voe—-1 2/z(x-1)

La méthode de variation de la constante sur I3 conduit & :

1 _ 1
A (93) z(zx—1) o z(z—1)
& A) -
<= Az) = 2Argch(y/x)

Argeh(\/@)
vVa(z—1)

(b) Ainsi 'ensemble des solutions de (F) définies sur I3 est :

Et une solution particuliére sur I3 est x — 2

S3 = 1 Argch(y/x) A e R}L
T A\/x(x—l) +2 \/x(x—l)
(¢) Pour tout = € I, on pose v(z) = /—x. Calculons :
o'(x) —1/2y/—x -1 1

Vo@)?Z+1  Vez+l 2 \/—u(l-2x)

La méthode de variation de la constante sur I; conduit & :

' 1 S S

A == = =ueD

s Al(z) = ﬁ

& Ax) = —2Argsh(v/—z)
i iculie _9Argsh(vV—z)
Et une solution particuliére sur I; est z — —2 ]
(d) Ainsi ensemble des solutions de (E) définies sur Iy est :
L - R
Si={, o 41 _oArgshy=x) |A€R}

\/—m(l—m) \/—m(l—m)



