Lycée La Prat’s PTSI

Devoir Surveillé 4

La clarté de la rédaction sera prise en compte dans ’appréciation de la copie. Les réponses aux différentes questions
seront séparées par un trait horizontal et les résultats seront encadrés. L’usage de la calculatrice ou de tout autre
instrument de calcul (téléphone, ordinateur ...) est formellement interdit.

Exercice 0 (Calcul)

T T T T T : T . T 2(v/3-1
1. cos(%) = cos(§ + §) = cos(%) cos(F) —sin(§)sin(f) = %

0 > (4k(k*+2)) = 4Ek3+82k
- k=0
= (n+1) —|—4n(n—|—1)—n(n—|—1)(n(n—|—l)+4)
3. Ona
2022 B 2022 B 2022 9099
(—2022)2 4 (—2021)(2023)  (2022)2 — (2022 — 1)(2022 + 1)  (2022)2 — (20222 — 1)
4. Ona:
a) Siz € Ret f(x) =In(z? + 1) alors f'(z) = mfﬁl
b) Si z €]1,+oo[ et f(z) = In(In(z)) alors f'(z) = ;5
¢)Siz € Ret f(x) = (2 — z)exp(z? + z) alors f/(z) = —exp(z? + z) + (2 — 2)(2z + 1) exp(2? + z) =
exp(2? + x) (=222 + 3z + 1)
d) Siz € Ret f(x) =exp(3sin(2z)) alors f'(x) = (6 cos(2z)) exp(3sin(2z))
Exercice 1
— 1+v2+i
1. On pose z = m
(a) |z |=| }igi |= Higﬂ‘ =1 car les deux nombres complexes dde la fraction sont conjugués ...
(b)
14+ V2+i (THV240) (T+V244) 242240 (24+2v2) 1+\/§Jr 142 \f(1+ )
1+v2—i [ 1+vV2—i? 44 2V2 24V2 2+V2 2
(c) Ainsi z = ei™/4
(d) Alors 22021 = i2021m/4 _ i(505m+m/4) _ _@(1 +14).
2. Ona:
21’1 + X2 — 3 0 2171 + X2 —2x3 = 0 2114’13271‘3 = 0 ry =
T+ 202+23 = 3 & 1.5z, +1b5z3 = 3 & 1.5z0 4+ 1bz3 = 3 & Ty =
1 +ax9+23 = 2 0.5z +1.5x3 = 2 T3 = 1 xr3 =

3. Résolvons dans C I’équation
224 (5—-11i)z2 —22 —-29 =0

Calculons :
A=(5- 11i)2 —4.1.(—22 —29i) =25 — 110; — 121 + 88 4+ 1165 = —8 + 6¢

2 b2 =-8 =+l
On cherche § = a + b tel que §2 = A & {a & {Z:t3 . Je chosis § = 1 + 3i.

Il y a donc deux solutions : z; = w =—-3+4iet z9 = w = —-24Ti.
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Exercice 2

1. Soit @ > 0 et a # 1. On pose f(z) = SR

a”—1

Soit  # 0. On a

azfliamfl T

sin(z)  x sin(x)

On reconnait le taux d’accroissement de u : z — a® = e®1(@) en ( et celui de sin. De ce fait :

2. On pose g(z) = zIn(sin(x)). On a

(gT(_x)l = 4’ (0) sin’(0) = In(a)
eInsinz) = < sin(e) In(sin(x))

sin(x)

La fraction tend vers 1 (vous commencez & avoir I’habitude) et en posant u = sin(z), sin(z) In(sin(z)) =

uln(u) - 0. Ainsi g(z)

— 0.
x—0

3. On pose h(z) = (1 + tan(22))"/*. On a :

(1+ tan(Qx))l/gE = eXp(é In(1 + tan(2z)))

Etudions ) 0 In(1 5
t t
L 1n(1 + tan(2z)) = £22(22) In(1 + tan(2z))
x x tan(2z)
tan(2z) _ 2 sin(2z) In(1+tan(2z)) In(1+u) 2
Or po = os(2z) 22 ;;6 2 et W u:t;l(gz) T 1:6 1 et donc h(l’) a:)) e”.
Exercice 3
Dans le cas ot m = —1 :
0 1
Les solutions du systéme sont : la droite passant par le point | 1 | et dirigée par | 0O
0 1
Dans le casou m =1 :
Les solutions du systéme sont : ) .
Dans le cas ot m =0 :
Les solutions du systéme sont : ) .
Dans le cas ou m # +1 :
__m+41
m(%—m)2
Les solutions du systéme sont : le point %
1+m
Probléme
1 5
Soient ¢ = +2\[, I =11,2] et f I’application définie sur I par
2?41
Tx e .
frre o
1. (a) Calculons
2
s [1++/5 1454+2v5 3+V6 1445
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14++5

(b) On sait que 2 < V5 < 3 donc % <

< % et par conséquent ¢ € I.

2
545
(c¢) Calculons f(¢) = f;:i = jg = 52"’\/‘? = 1+2‘/5 en simplifiant par v/5.
2. 2z — 1 ne s’annule pas sur I donc f est bien définie sur I et est dérivable sur I car quotient de fonctions
dérivables.
2x(20—1)—(z2+1)2 22— 2p—
De plus f/(x) _ ( (237)_1()2 +1) — 2(2m_21)22.

3. (a) Etudions le polynéme P(z) = 222 — 2z — 2.
A =4—42(-2) =20 donc P sannule en 2£2Y5 — 15V5 op 1o¥5 < et 1 < 15 = ¢ < 2
Ainsi f est décroissante sur [1, ¢| puis croissante sur [¢, 2].

(b) D’aprés le tableau de variations :

L’image de I par f est [¢,2]

4. On pose ug = 2 et pour tout n € N,

u? +1

2y — 17

On aupt1 = f(uy) or f([¢,2]) C [#,2] (on a un ensemble stable) donc comme g € [, 2] alors u, € [¢, 2]pour
tout n € N et (uy,) est bien définie.

Unp+1 =

5. Pour tout entier naturel n, on pose v, = u, — ¢.

(a) Soit n € N

On a
_ _oui4l _ (vnt¢)’+1
Un+l = Unsl — 0= 57 — 0= o0 g1
=v5
1
205+ + —

2

—¢= 20, +V5

S-

o Ui+2’l}n¢+¢2+1 _ ¢ o ’Ui + ¢
B 20, +v/5 T 2u,+V5 20, +v/5
2

(b) On a vg = up — ¢ > 0 et la relation de récurrence v,1 = %—U'—m assure que les termes suivants sont
n

tous positifs (récurrence immeédiate).
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(c) 1l est alors clair que pour tout n € N, 2v,+v/5>v/5 et donc que v,41 <

S
ISnIEE

2'7L
Vo
d) Posons pour tout n € N, P, : "v, < /5 <> 7.
(d) p NG

e La propriété est vraie au rang 0 (cela donne vy = vg)
e Supposons P, vraie au rang n € N. On a

(#())

2n+1

Un+1 S S

S| &

(3

Z Sl

e Ainsi P, est vraie pour tout n €

Vo

V5

6. Comme < 1 alors v, — 0 et donc u,, — ¢.



