
Lycée La Prat's PTSI

Chapitre 10 : Dénombrement

1 Ensembles �nis

Dé�nition : Un ensemble E est dit �ni s'il existe n ∈ N non nul tel qu'il existe une bijection de J1, nK. Ce nombre
n est appelé cardinal de E et noté card(E). Il est évidemment unique.
Plus simplement E est un ensemble �ni s'il existe une façon de numéroter son nombre �ni d'éléments :

E = {x1, ..., xn}

On dit que l'ensemble vide est un ensemble �ni de cardinal 0.

Exemple :

• Les singletons :

• Contre-exemple :

Proposition : Soit E un ensemble �ni de cardinal n ≥ 1. Si F est un ensemble en bijection avec E (c'est à dire
qu'il existe une bijection entre E et F), alors F est un ensemble �ni de cardinal n.

Démonstration :

Proposition : Soit E un ensemble �ni de cardinal n ≥ 1 et a ∈ E. L'ensemble E \ {a} est un ensemble �ni de
cardinal n− 1.

Démonstration :
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Proposition : Si E est un ensemble �ni et si F ⊂ E alors F est un ensemble �ni et card(F ) ≤ card(E). De plus
on a :

card(F ) = card(E)⇔ E = F.

Démonstration :

Remarque : on déduit en contraposant cette proposition que si F est in�ni et que F ⊂ E alors E est in�ni.

Proposition : Soient A et B deux ensembles �nis disjoints. Alors A ∪B est �ni et :

card(A ∪B) = card(A) + card(B).

Démonstration :

Dé�nition : Si A ⊂ E et qu'il est clair durant tout un exercice/cours/exposé .... que l'ensemble sous-jacent dont
on parle est E, alors on note A le complémentaire de A dans E.

Exemple :

Corollaire : Si E est un ensemble �ni et si A ⊂ E alors A est un ensemble �ni et :

card(A) = card(E)− card(A).

Démonstration :
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Corollaire : Si A1, ..., An sont des ensembles �nis et disjoints alors A1 ∪ ... ∪An est �ni et :

card(A1 ∪ ... ∪An) = card(A1) + ...+ card(An).

Démonstration :

Proposition : Soient A et B deux ensembles �nis, alors A ∪B est �ni et :

card(A ∪B) = card(A) + card(B)− card(A ∩B).

Démonstration :

Lemme : Soient E et F deux ensembles non vides, avec E �ni. Si f : E → F est injective alors f(E) est �ni et
card(f(E)) = card(E).

Démonstration :

Remarque : une injection de E dans F crée en quelque sorte une copie de E dans F .

Exemple : R et R2 1.

1attention cardinal in�ni ici
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Proposition : Soient E et F deux ensembles non vides avec E �ni. Soit f : E → F . Alors f(E) est �ni et
card(f(E)) ≤ card(E). De plus :

card(f(E)) = card(E)⇔ f injective.

Démonstration :

Quelques résultats utiles :

• Si E et F sont �nis et qu'il existe f : E → F surjective alors card(E) ≥ card(F ).

• Si E et F sont �nis et qu'il existe f : E → F injective alors card(E) ≤ card(F ).

• Si E et F sont �nis avec card(F ) < card(E) alors aucune application f : E → F n'est injective.

Théorème : Si E et F sont des ensembles �nis de même cardinal et si f : E → F est une application alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

• f injective.

• f surjective.

• f bijective.

Démonstration :
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2 Dénombrement

Par dé�nition, dénombrer c'est compter le nombre d'éléments d'un ensemble. En pratique, on mettra en bijection
cet ensemble avec des ensembles dont on connait le cardinal. Le dénombrement est particulièrement utile en
probabilités, en e�et un évènement est un ensemble d'issues et (dans le cas d'univers �nis) la probabilité d'un
évènement se calcule grâce à un calcul de cardinal : e�ectif

e�ectif total
.

2.1 p-listes

Une p-liste de E est un élément de Ep. En d'autres termes c'est un p-uplet d'éléments de E ou encore p éléments
de E pris ensemble (x1, ...xp).

Exemple :

Proposition : Soient E et F des ensembles. On considère deux variables x et y dans E et F respectivement.
Si x peut prendre m valeurs dans E et pour chaque valeur de x, y peut prendre n valeurs dans F alors le couple
(x, y) peut prendre m× n valeurs dans E × F .

Démonstration :

Remarque : Si on a l'impression qu'une assertion du genre �x ne peut prendre que n valeurs� n'est pas très
mathématique, on verra plus loin que c'est indispensable, le choix du premier élément pouvant induire des contraintes
sur le choix du second.

Exemple :
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Corollaire : Soient E1, ..., Ep des ensembles. Si :

• x1 ne peut prendre que n1 valeurs dans E1,

• pour chaque valeur de x1, x2 ne peut prendre que n2 valeurs dans E2,

• ...

• pour chaque valeur de (x1, ...xp−1), xp ne peut prendre que np valeurs dans Ep.

Alors (x1, ...xp) ne peut prendre que n1 × ...× np dans E1 × ...× Ep.

Démonstration :

Remarque : Du corollaire précédent on déduit sans mal (sous réserve que tous les ensembles qui suivent sont �nis)
que :

• card(E1 × ...× Ep) = card(E1)× ...× card(Ep)

• card(Ep) = card(E)p

Exercice : combien de mots de p lettres peut-on former avec un alphabet de n lettres ?

2.2 Applications (fonctions)

Dé�nition : Soient E et F deux ensembles non vides de cardinaux p et n respectivement. Alors l'ensemble FE

des applications de E dans F est un ensemble �ni de cardinal card(F )card(E).

Démonstration :
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Remarque : Ce résultat justi�e la notation FE .

Exercice :

Combien y a t-il de surjection de J1, nK dans J1, 2K ?

Remarque : ce théorème peut servir à compter des fonctions ou à dénombrer des ensembles en faisant l'analogie
avec des fonctions. Une preuve du résultat suivant peut en e�et être obtenue de cette manière :

Théorème : Soit E un ensemble �ni de cardinal n ≥ 1, alors l'ensemble P(E) des parties (ou sous ensembles)
de E est �ni et :

card(P(E)) = 2n.

Démonstration :

2.3 Arrangements

Dé�nition : Soit E un ensemble. Un p-arrangement d'éléments de E est une p-liste dont tous les éléments sont
distincts.

Exemple :

Théorème : Soit p ∈ N non nul et soit E un ensemble �ni de cardinal n ≥ p. Alors le nombre d'arrangements
d'éléments de E est noté Ap

n et vaut :

Ap
n = n(n− 1)...(n− p+ 1).

Démonstration :
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Remarque : Il est clair que si n < p, il n'existe pas d'arrangement (ou comme on dit chez moi, y'a pas
d'arrangement) dans ce cas la formule reste valide car dans le produit (n− n) = (0) apparait.

Remarque : on pose par convention A0
n = 1.

Exemple :

1. Quel est le nombre de mots de 5 lettres dont toutes les lettres sont di�érentes ?

2. La classe de PTSI se lance dans un concours de force pure, combien de podiums di�érents (3 premiers)
existe-t-il ?

Proposition : Soit E un ensemble �ni de cardinal p et F un ensemble �ni de cardinal n. Il existe Ap
n injections

de E dans F .

Démosntration :

Corollaire : Si E et F sont deux ensembles �nis de cardinal n, alors il existe n! bijections de E dans F .

Démonstration :

Remarque : une permutation d'un ensemble �ni E de cardinal n ≥ 1 est une application de E dans E bijective, en
d'autre terme elle associe a chaque élément de E un autre (ou le même) élément de E. Appliquer une permutation
revient donc à échanger certains éléments de E.

Il y a n! permutations de E.
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2.4 Combinaisons

On a déjà dé�ni lorsque nous avons parlé du binôme de Newton, les coe�cients binomiaux(
n

p

)
=

n!

p!(n− p)!
.

On remarque que (
n

p

)
=

Ap
n

p!
.

Théorème : Soit n et p des entiers naturels et E un ensemble de cardinal n. Il y a
(
n
p

)
parties de E qui contiennent

p éléments.

Démonstration :

Remarque : Dans le cas où p > n il n'y a pas de partie de E à p éléments (normal), cela tombe bien car par
convention

(
n
p

)
= 0 dès que p > n.

TRES IMPORTANT : La di�érence entre arrangement et combinaison et que l'on tient compte de l'ordre
pour les arrangements.

Exemple : On souhaite e�ectuer des bras de fer entre élèves de PTSI, chaque élève rencontre un et unique autre
élève de la classe. Il y a 28 élèves à l'heure où j'écris ces lignes. Combien y a-t-il de façons d'organiser ces match ?

Remarque :

1. On a déjà vu que
(
n
p

)
=
(

n
n−p

)
celà se traduit en termes combinatoires par le fait que choisir p éléments parmis

n revient à choisir les n− p éléments que l'on laisse de côté.

2. On a déjà démontré que
n∑

k=0

(
n
k

)
= 2n. Quelle est l'interprétation combinatoire de ce résultat ?
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