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Chapitre 11 : Arithmétique

1 Divisibilité dans N

Dé�nition : Soient (a, b) ∈ N2. On dit que b divise a et on note b | a, s'il existe k ∈ N tel que a = bk. On dit
aussi que a est un multiple de b. On note D(a) l'ensemble des diviseurs de a.

Exemple :

Remarque :

• 1 divise tous les entiers naturels mais n'est divisible que par lui même

• 0 est multiple de tous les entiers mais n'est diviseur que de lui même

• Si a 6= 0 alors b | a⇒ b ≤ a, on en déduit que ∀a ∈ N tel que a 6= 0, D(a) est un enemble �ni.

Proposition : Soient (a, b, c) ∈ N3 tels que a | b et b | c. Alors a | c.

Démonstration :

Proposition : Soient a et b deux entiers naturels.

a | b et b | a ⇒ a = b

Démonstration :

Proposition : Soient (a, b) ∈ N2.

1. Soit d ∈ N tel que d | a et d | b. On a d | au+ bv, ∀(u, v) ∈ N2.

2. Si n ∈ N est non nul alors a | b⇔ na | nb.
Démonstration :
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Théorème (division euclidienne) : Soit a un entier et b un entier naturel non nul. Il existe un unique couple
(q,r) d'entiers naturels tels que : {

a = bq + r

0 ≤ r < b

q est appelé quotient de la division euclidenne de a par b et r est appelé reste.

Démonstration :

Remarque : Dans ce cas on peut montrer facilement que q = bab c.
Exemple :

Remarque : La condition 0 ≤ r < b est indispensable pour avoir l'unicité dans la division euclicienne.

Contre exemple :

Proposition : Soit a et b ∈ N avec b 6= 0 alors b | a si et seulement si le reste de la division euclisienne de a par
b est nul.

Démonstration :
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2 PGCD et PPCM

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

• L'ensemble des diviseurs communs à a et à b est une partie de N non vide (contient 1) et majorée (car
l'ensemble des diviseurs de a ou de b est majoré). Elle admet donc un plus petit élément. C'est le PGCD.

• L'ensemble des multiples communs à a et à b est une partie N non vide (elle contient ab) donc admet un plus
petit élément. C'est le PPCM.

Dé�nition : Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

• Le plus grand diviseur commun (ou PGCD) de a et b, noté a ∧ b est le plus grand diviseur commun positif
à a et à b. a ∧ b = max(D(b) ∩ D(a))

• Le plus petit commun multiple (ou PPCM) de a et b, noté a∨ b est le plus petit multiple strictement positif
commun à a et à b.

Exemple :

Remarques :

• a ∧ b = b ∧ a et a ∨ b = b ∨ a.

• Si b | a alors D(b) ⊂ D(a) et donc D(b) ∩ D(a) = D(b). Ainsi a ∧ b = b.

Lemme : Si a, b, q et r sont des entiers tels que a = bq + r alors :

D(a) ∩ D(b) = D(b) ∩ D(r).

En particulier si a et b sont non nuls a ∧ b = b ∧ r.
Démonstration :

On en déduit l'algorithme d'Euclide :

Soient a et b ∈ N. Ecrivons les divisions euclidiennes :
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a = bq1 + r1 D(a) ∩ D(b) = D(b) ∩ D(r1)
b = r1q2 + r2 D(b) ∩ D(r1) = D(r1) ∩ D(r2)
r1 = r2q3 + r3 D(r1) ∩ D(r2) = D(r2) ∩ D(r3)

...
rn−1 = rnqn+1 + 0 D(rn−1) ∩ D(rn) = D(rn)
La suite (rn) est strictement décroissante à valeurs dans N donc s'annule et c'est la �n de l'algorithme. Dès lors

D(a) ∩ D(b) = ... = D(rn)

et le pgcd est le dernier reste non nul rn.

Exemple : Calculer le PGCD de 756 et 342.

Théorème (caractérisation du PGCD) : Soient a et b deux entiers naturels non nuls et d = a ∧ b.
Alors D(d) = D(a) ∩ D(b) qui se réécrit :
∀n ∈ N, n | a et n | b⇔ n | d.
Le PGCD de a et b est le seul à véri�er cette équivalence.

Démonstration :

Dé�nition : Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux si a ∧ b = 1.

Exemple :
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Proposition : Soient (a, b) ∈ N non nuls et d ∈ N.
Alors d est le pgcd de a et b si et seulement si il existe a′ et b′ deux entiers tels que a = da′ et b = db′ avec
a′ ∧ b′ = 1.

Démonstration :

Théorème : Soient a et b deux entiers naturels non nuls et m = a ∨ b. Les multiples de m sont les multiples
communs à a et à b.

∀n ∈ N (a | n et b | n)⇔ m | n.

Le seul entier qui véri�e cette équivalence est le PPCM de a et b.

Démonstration :

3 Nombres premiers

Dé�nition : Un entier naturel naturel p est dit premier s'il n'a exactement que 2 diviseurs : lui même et 1.

∀(a, b) ∈ N2, p = ab⇒ (a = 1 ou b = 1)

On note P l'ensemble des nombres premiers.

Exemples :
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Remarque : On ne confondra pas premier et nombres premiers entre eux. On a cependant le résultat suivant :

Proposition : Soit p un nombre premier. Alors p est premier avec tout nombre qu'il ne divise pas.

Démonstration :

Proposition : Tout entier naturel supérieur à 2 a un diviseur premier.

Démonstration :

Méthode : On en déduit une méthode pour montrer que deux entiers sont premiers entre eux :

• On les décompose en facteurs premiers

• On regarde s'il y a des facteurs communs

Démonstration :

Exercice :

Soit n un entier naturel non nul qui n'est pas premier. Montrer que n a un diviseur premier inférieur à
√
n.
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Conséquence : Comment faire pour voir si 97 est premier ? ou tout nombre inférieur à 100 ?

Théorème : Il y a une in�nité de nombres premiers.

Démonstration :

On en déduit le crible d'Eratosthène (trouver tous les nombres premiers inférieurs à 50) :
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Théorème : Soit n un entier naturel plus grand que 2. Il existe r ∈ N∗ et p1, ...pr des nombres premiers et
α1, ..., αr des entiers naturels non nuls tels que :

n = pα1
1 × ...× pαr

r

De plus une telle écriture est unique à l'ordre près des facteurs premiers.

Démonstration : ADMIS

Exemple :

Proposition : Un nombre premier divise un produit de deux entiers si et seulement si il divise l'un des deux
nombres.

Démonstration :

Contre exemple : cas où le nombre n'est pas premier.

Proposition : Soit a un entier dont la décomposition en facteurs premiers est pα1
1 × ... × pαr

r Alors b est un
diviseur de a si et seulement si on a:

b = pβ1

1 × ...× pβr
r ,

avec 0 ≤ βi ≤ αi pour tout i.
Démonstration :
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Proposition : Soit a = pα1
1 × ...× pαr

r et b = pβ1

1 × ...× pβr
r (les pi sont les mêmes quitte à prendre αi = 0). On

a :

a ∧ b = p
min(α1,β1)
1 × ...× pmin(αr,βr)

r et a ∨ b = p
max(α1,β1)
1 × ...× pmax(αr,βr)

r .

Exemple :
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