
Lycée La Prat's PTSI

Chapitre 12 : Géométrie du plan

Dans tout le chapitre, on considère le plan euclidien usuel muni d'un repère orthonormé (O,
−→
i ,
−→
j )

1 Préliminaires

On rappelle en vrac quelques résultats du lycée :

• Un vecteur −→u est caractérisé par son sens, sa direction et sa norme.

• On peut représenter un vecteur grâce à un couple de points. Plus précisemment,
−−→
AB =

−−→
CD si et seulement

si ABDC est un parallèlogramme.

• Si A désigne un point et −→u un vecteur, il existe un unique point B tel que −→u =
−−→
AB.

• Deux vecteurs −→u et −→v sont dit colinéaires s'ils ont même direction. Dans ce cas il existe λ ∈ R tel que
−→u = λ−→v ou alors il existe µ ∈ R tel que −→v = µ−→u .

• Si en plus λ (ou µ est positif) alors ont dit que les vecteurs sont positivement colinéaires ou positivement liés.

Exemple :

• On a admet que deux vecteurs non colinéaires forment une base du plan

Explication :

Dé�nition : Soit −→u un vecteur non nul on appelle droite vectorielle engendrée par −→u et on note Vect(−→u )
l'ensemble des vecteurs :

{λ−→u | λ ∈ R}.
Géométriquement :

Exercice : Montrer que Vect(−→u ) est stable par combinaisons linéaires.
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Dé�nition : Soit A un point du plan et −→u un vecteur. La droite passant par A et dirigée par −→u est l'ensemble

des points M tels que
−−→
AM ∈ Vect(−→u ).

On a la note A+Vect(−→u ). On dit que −→u est un vecteur directeur de la droite et Vect(−→u ) est sa direction.

Exemple :

Dé�nition :

1. Deux droites sont parallèles si elles ont même direction.

2. Des points sont alignés s'ils appartiennent à une même droite.

2 Modes de repérage

2.1 Coordonnées cartésiennes du point

Dé�nition :

1. Soit M un point du plan. Il existe (x, y) ∈ R2 tel que
−−→
OM = x

−→
i + y

−→
j . Les deux réels x et y sont les

coordonnées cartésiennes de M . On note M(x, y) ou encore M | x
y
.

2. Les coordonnées du vecteur
−−→
AB sont alors (xB − xA, yB − yA).

Exemple :

Attention : les coordonnées d'un point dépendent de l'origine du repère et les coordonnées d'un vecteur non.

Exercice : Soit O′ un point du plan. Soit M un point de coordonnées (x, y) dans le repère (O,
−→
i ,
−→
j ) et (x′, y′)

dans le repère (O′,
−→
i ,
−→
j ). Exprimer les coordonnées de M dans le reprère (O′,

−→
i ,
−→
j ) en fonction de x, de y et des

coordonnées de O′ dans le repère (O,
−→
i ,
−→
j ).
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2.2 Coordonnées polaires

Dé�nition : La norme d'un vecteur −→u = x
−→
i + y

−→
j est notée ‖−→u ‖ et vaut

√
x2 + y2.

Un vecteur est dit normé (ou unitaire) s'il est de norme 1.

Exercice : exprimer la norme de
−−→
AB en fonction des coordonnées de A et B.

Proposition : Soient −→u et −→v deux vecteurs et λ un reel. On a :

1. ‖−→u ‖ = 0⇔ −→u = 0

2. ‖λ−→u ‖ =| λ | ‖−→u ‖

3. ‖−→u +−→v ‖ ≤ ‖−→u ‖+ ‖−→v ‖ avec égalité si et seulement si les vecteurs −→u et −→v sont positivement colinéaires.

Démonstration :

Propositon : Soit −→u un vecteur unitaire alors il existe θ ∈ R tel que −→u = cos(θ)
−→
i + sin(θ)

−→
j . De plus θ est

unique modulo 2π.

Démonstration :

Dé�nition : On note −→u θ = cos(θ)
−→
i + sin(θ)

−→
j .

Exemple :
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On a
−→
i = et

−→
j = .

Dé�nition : les coordonnées polaires du point M sont un couple (r, θ) ∈ R+ × R tel que
−−→
OM = r−→uθ.

Géométriquement :

Exemple :

Remarque : Il est alors clair que r =
√
x2 + y2, que cos(θ) = x√

x2+y2
et sin(θ) = y√

x2+y2
.

Exercice : Soit M un point de coordonnées polaires (r, θ). Donner ses coordonnées cartésiennes.

3 Produit scalaire

3.1 Dé�nitions

Dé�nition : Soient −→u et −→v deux vecteurs unitaires. Il existe θ et θ′ des réels tels que −→u = −→uθ et −→v = −→uθ′ .
L'angle entre −→u et −→v , noté (−→u ,−→v ) est θ′ − θ. Il est dé�ni à 2π près.

Exemple :
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Dé�nition : Dans le cas où −→u et −→v ne sont pas unitaires et sont non nuls, On pose (−→u ,−→v ) = (
−→u
‖−→u ‖ ,

−→v
‖−→v ‖ ).

Dé�nition : Le produit scalaire entre deux vecteurs non nuls −→u et −→v est :

−→u .−→v = ‖−→u ‖ ‖−→v ‖ cos(θ)

où θ est l'angle entre −→u et −→v .
Par convention, si un des deux vecteurs est nul, le produit scalaire est nul.

Exercice : Que vaut −→u .−→u ?

Proposition (Cauchy-Schwarz) : Soient −→u et −→v deux vecteurs. On a

| −→u .−→v |≤ ‖−→u ‖ ‖−→v ‖

Avec égalité si et seulement si les vecteurs sont colinéaires.

Démonstration :

Corollaire : Soient −→u et −→v deux vecteurs. On a
−→u .−→v ≤ ‖−→u ‖ ‖−→v ‖
Avec égalité si et seulement si les vecteurs sont positivement colinéaires.

Démonstration :

Proposition : Soient −→u et −→v deux vecteurs de coordonnées (x, y) et (x′, y′) dans le repère (O,
−→
i ,
−→
j ). On a :

−→u .−→v = xx′ + yy′.

Démonstration :
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3.2 Propriétés

Proposition : Soient −→u , −→v et −→w trois vecteurs, λ, µ deux réels. On a :

1. −→u .−→v = −→v .−→u (symétrie)

2. −→u .
−−−−−−→
(λv + µw) = λ−→u .−→v + µ−→u .−→w (linéaire à droite)

3.
−−−−−−→
(λv + µw).−→u = λ−→v .−→u + µ−→w .−→u (linéaire à gauche)

Démonstration :

Exercice : Soient −→u et −→v deux vecteurs. Montrer que :

1. ‖−→u +−→v ‖2 = ‖−→u ‖2 + ‖−→v ‖2 + 2−→u .−→v

2. ‖−→u −−→v ‖2 = ‖−→u ‖2 + ‖−→v ‖2 − 2−→u .−→v

3. ‖−→u +−→v ‖2 − ‖−→u −−→v ‖2 = 4−→u .−→v

4. ‖−→u +−→v ‖2 + ‖−→u −−→v ‖2 = 2(‖−→u ‖2 + ‖−→v ‖2)

4 Transformations du plan

Rappels :

1. La translation de vecteur −→u est l'application qui a un point M associe l'unique point M ′ tel que
−−−→
MM ′ = −→u .

2. L'homothétie de centre Ω et de rapport λ est l'application qui a un point M associe l'unique point M ′ tel que−−→
ΩM ′ = λ

−−→
ΩM .

3. La rotation de centre Ω et d'angle θ est l'application qui à un point M associe l'unique point M ′ tel que

ΩM ′ = ΩM et (
−−→
ΩM,

−−→
ΩM ′) = θ.

Géométriquement :
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Dans toute la suite, on se place dans le repère orthonormé (O,
−→
i ,
−→
j ) pour les coordonnées des vecteurs et des

points.

4.1 Translation et homothétie

Proposition : Si le vecteur −→u a pour coordonnées (a, b) alors l'image de M(x, y) par la translation de vecteur
−→u a pour coordonnées (x+ a, y + b).

Démonstration :

Exemple :

Proposition : Si Ω a pour coordonnées (a, b) alors l'image de M(x, y) par l'omothétie de centre Ω et de rapport
λ a pour coordonnées (a+ λ(x− a), b+ λ(y − b)).
Démonstration :

Exemple :
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4.2 Rotation

Proposition : La rotation de centre O et d'angle θ′ transforme le point de coordonnées polaires (r, θ) en le point
de coordonnées polaires (r, θ + θ′).

Démonstration :

Exemple :

Rappel : La rotation de centre Ω d'a�xe complexe ω et d'angle θ transforme le point d'a�xe complexe z en le
point d'a�xe complexe ω + eiθ(z − ω).

Dé�nition : La rotation vectorielle d'angle θ est l'application qui laisse inchagé le vecteur nul et qui transforme
un vecteur −→u en l'unique vecteur −→v tel que ‖−→u ‖ = ‖−→v ‖ et (−→u ,−→v ) = θ.

Exemple :

Remarque : La rotation de centre Ω et d'angle θ transforme le point M en le point Ω + rθ(
−−→
ΩM) où rθ est la

rotation vectorielle d'angle θ.
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Proposition : L'image du vecteur −→u de coordonnées (x, y) est le vecteur
−→
u′ de coordonnées (x′, y′) où (x′, y′)

est donné par : (
x′

y′

)
=

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)(
x
y

)
La matrice R(θ) =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
s'appelle matrice de rotation d'angle θ.

Démonstration :

Proposition : Soient θ et θ′ deux réels, on a :

R(θ + θ′) = R(θ)R(θ′).

Démonstration :

Corollaire : La matrice R(θ) est inversible et R(θ)−1 = R(−θ).

Démonstration :
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4.3 Symétrie orthogonale par rapport à une droite

Dé�nition : La symétrie orthogonale par rapport à la droite A+Vect(−→u ) est l'application qui à tout point M

associe l'unique point M ′ véri�ant AM = AM ′ et (
−−→
AM,−→u ) = (−→u ,

−−→
AM ′).

Géométriquement :

Dé�nition : La symétrie orthogonale vectorielle par rapport à la droite Vect(−→w ) est l'application qui laisse
invariant le vecteur nul et qui à tout vecteur −→u associe l'unique vecteur −→v véri�ant ‖−→u ‖ = ‖−→v ‖ et (−→w ,−→u ) =
(−→v ,−→w ).

Géométriquement :

Remarques :

1. La symétrie orthogonale par rapport à la droite A+Vect(−→u ) transforme M en M ′ = A+ s−→u (
−−→
AM) où s−→u est

la symétrie orthogonale vectorielle de droite Vect(−→u ).

2. La symétrie orthogonale vectorielle par rapport à la droite Vect(−→uθ0) transforme le vecteur ρ−→uθ en le vecteur
ρ−−−−→u2θ0−θ.

Proposition : L'image du vecteur −→u (x, y) par la symétrie orthogonale vectorielle par rapport à la droite
Vect(−→u θ/2) est le vecteur de coordonnées (x′, y′) et :(

x′

y′

)
=

(
cos(θ) sin(θ)
sin(θ) − cos(θ)

)(
x
y

)
.

Démonstration :
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Proposition : La composée des symétries orthogonales vectorielles par rapport aux droites Vect(−→u θ) puis
Vect(−→u θ′) est la rotation vectorielle d'angle 2(θ − θ′).
Géométriquement :

Démonstration :

Corollaire : Les symétries orthogonales vectorielles sont des involutions.

Démonstration :

5 Orthogonalité et bases orthonormales

5.1 Vecteurs orthogonaux

Dé�nition : Deux vecteurs sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est nul.

Proposition : Deux vecteurs non nuls −→u et −→v sont orthogonaux si et seulement si (−→u ,−→v ) = π
2 [π].
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Démonstration :

Théorème : (Pythagore) Soient −→u et −→v deux vecteurs. On a ‖−→u +−→v ‖2 = ‖−→u ‖2 + ‖−→v ‖2 si et seulement si −→u
et −→v sont orthogonaux.

Démonstration :

5.2 Bases orthonormales

Dé�nition : Deux vecteurs −→u et −→v forment une base orthonormale si :

‖−→u ‖ = ‖−→v ‖ = 1 et −→u .−→v = 0.

Ainsi pour tout point Ω, le repère (Ω,−→u , −→v ) est dit orthonormal.

Exemple :

Proposition : Deux vecteurs −→u et −→v forment une base orthonormale si et seulement si il existe θ ∈ R tel que :
(−→u = −→uθ et −→v = −−−−→uθ+π/2) ou (−→u = −→uθ et −→v = −−−−→uθ−π/2)
Dans le premier cas la base est dite orthonormée directe et dans le second cas elle est dite orthonormée indirecte.

Démonstration :
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L'exercice suivant est fondamental et permet de changer de coordonnées d'une base vers une autre.

Exercice : Soit θ ∈ R et −→w = x
−→
i + y

−→
j .

1. Montrer qu'il existe un unique couple de réels (x′, y′) tel que −→w = x′−→uθ + y′−−−−→uθ+π/2 et que de plus :(
x′

y′

)
=

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)(
x
y

)
.

2. Montrer qu'il existe un unique couple de réels (x′, y′) tel que −→w = x′−→uθ + y′−−−−→uθ−π/2 et que de plus :(
x′

y′

)
=

(
cos(θ) sin(θ)
sin(θ) − cos(θ)

)(
x
y

)
.

5.3 Calcul dans une base orthonormée quelconque

Proposition : Soit (
−→
I ,
−→
J ) une base orthonormale quelconque et −→v un vecteur. On peut calculer les coordonnées

de −→v dans la base (
−→
I ,
−→
J ) à partir du produit scalaire, en e�et :

−→v = (−→v .
−→
I )
−→
I + (−→v .

−→
J )
−→
J .

Démonstration :
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Proposition : Soient (
−→
I ,
−→
J ) une base orthonormale, −→u et −→v de coordonnées (x, y) et (x′, y′) dans la base

(
−→
I ,
−→
J ). on a :

−→u .−→v = xx′ + yy′.

Démonstration :

Remarque : La formule xx′ + yy′ du produit scalaire est donc valable dans toute base orthonormale.

Proposition : Soit (
−→
I ,
−→
J ) une base orthonormée directe. Soit −→u un vecteur de coordonnées (x, y) dans la base

(
−→
I ,
−→
J ). Son image par la rotation vectorielle d'angle θ a pour coordonées (x′, y′) dans la base (

−→
I ,
−→
J ) et :(

x′

y′

)
= Rθ

(
x
y

)
=

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)(
x
y

)
.

Démonstration :

6 Produit mixte

Dé�nition : Soient −→u et −→v deux vecteurs non nuls. On appelle produit mixte de −→u et −→v , le réel :

[−→u ,−→v ] = ‖−→u ‖ ‖−→v ‖ sin(−→u ,−→v ).

par convention, si l'un des deux est nul, le produit mixte est nul.

Interprétation géométrique :

• Aire d'un triangle
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Si ABC est un triangle, AABC = 1
2BH ×AC = 1

2AB | sin(
−−→
AB,

−→
AC) | ×AC = 1

2 | [
−−→
AB,

−→
AC] |

La quantité 1
2 [
−−→
AB,

−→
AC] s'appelle aire orientée du triangle ABC. Si [

−−→
AB,

−→
AC] ≥ 0 on dit que le triangle ABC est

direct sinon on dit qu'il est indirect.

• Aire d'un parallèlogramme

Si ABDC est un parallèlogramme, AABDC = BH ×AC = AB | sin(
−−→
AB,

−→
AC) | ×AC =| [

−−→
AB,

−→
AC] |

La quantité [
−−→
AB,

−→
AC] s'appelle aire orientée du parallèlogramme ABDC. Si [

−−→
AB,

−→
AC] ≥ 0 on dit que le parallèlo-

gramme ABDC est direct sinon on dit qu'il est indirect.

Proposition : Soient −→u et −→v deux vecteurs. On a :

[−→u ,−→v ] = −[−→v ,−→u ].

On dit que le produit mixte est antisymétrique.

Démonstration :

Proposition : Soient −→u et −→v deux vecteurs.

1. −→u et −→v sont colinéaires si et seulement si [−→u ,−→v ] = 0.

2. −→u et −→v sont orthogonaux si et seulement si | [−→u ,−→v ] |= ‖−→u ‖ ‖−→v ‖.
Démonstration :
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Proposition : Soient −→u et −→v deux vecteurs de coordonnées respectives (x, y) et (x′, y′) dans la base (
−→
i ,
−→
j ).

On a :

[−→u ,−→v ] = xy′ − yx′.
Démonstration :

Moyen mémo-technique :

Proposition : Soient −→u , −→v et −→w trois vecteurs. Soient (λ, µ) ∈ R2. On a :

1. [λ−→u + µ−→v ,−→w ] = λ[−→u ,−→w ] + µ[−→v ,−→w ].

2. [−→u , λ−→v + µ−→w ] = λ[−→u ,−→v ] + µ[−→u ,−→w ].

On dit que le produit mixte est bilinéaire.

Démonstration :

Proposition : Soient −→u et −→v deux vecteurs de coordonnées respectives (x, y) et (x′, y′) dans une base orthonor-

male directe (
−→
I ,
−→
J ). On a :

[−→u ,−→v ] = xy′ − yx′.
Démonstration :
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7 Droites

7.1 Paramétrage d'une droite

Dé�nition : Une droite passant par A(x0, y0) et dirigée par −→u (α, β) est paramétrée par :{
x = x0 + αt

y = y0 + βt
t ∈ R

Démonstration :

Exemple :

Proposition : La droite passant par M1(x1, y1) et M2(x2, y2) est paramétrée par :{
x = x1 + (x1 − x2)t

y = y1 + (y1 − y2)t
t ∈ R

Démonstration :

Remarque : l'ordre entre 1 et 2 n'importe pas tant qu'on prend le même pour x et y.

Exemple :

17



Lycée La Prat's PTSI

Dé�nition : Un vecteur est dit normal à une droite s'il est unitaire et orthogonal à tout vecteur directeur de
cette droite.

Méthode de calcul :

7.2 Equation cartésienne d'une droite

Dé�nition : Soit A un ensemble de points du plan, on dit que F (x, y) = 0 est une équation de A dans le repère

(O,
−→
i ,
−→
j ) si on a :

M(x, y) ∈ A ⇔ F (x, y) = 0.

Exemple :

Remarque : l'équation dépend évidemment du repère dans lequel on se place.

Proposition : La droite passant par M0(x0, y0) et dirigée par le vecteur −→u (α, β) a pour équation :

α(y − y0)− β(x− x0) = 0.

Démonstration :

Proposition : La droite passant par le point M0(x0, y0) et ayant le vecteur −→n (a, b) pour vecteur normal a pour
équation :

a(x− x0) + b(y − y0) = 0.

Démonstration :
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Proposition :

• Toute droite du plan admet une équation cartésienne du type :

ax+ by + c = 0 avec (a, b) 6= (0, 0) et c ∈ R.

• Soit (a, b) 6= (0, 0) et c ∈ R, l'ensemble des points du plans véri�ant ax + by + c = 0 forment une droite
admettant (a, b) comme vecteur normal et dirigée par le vecteur (−b, a).

• Deux équations de droite rerésentent la même droite si et seulement si elles sont proportionnelles.

Démonstration :

Exemple :
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Proposition : Soient D1 et D2 deux droites d'équations :

a1x+ b1y + c1 = 0 et a2x+ b2y + c2 = 0.

1. Les droites sont parallèles si et seulement si (a1, b1) et (a2, b2) sont proportionnels.

2. Sinon elles se coupent en un seul point.

Démonstration :

Exemple :

Dé�nition : Deux droites sont orthogonales (ou perpendiculaires) si elles sont dirigées par deux vecteurs orthog-
onaux.

Proposition : Soient D1 et D2 deux droites d'équations :

a1x+ b1y + c1 = 0 et a2x+ b2y + c2 = 0.

Les droites sont perpendiculaires si et seulement si :

a1a2 + b1b2 = 0.

Démonstration :

Corollaire : Soit D une droite et A un point. Il existe une unique droite orthogonale à D passant par A.

Démonstration :
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7.3 Distance d'un point à une droite

Proposition : Soit M un point du plan et D une droite dirigée par −→u . Il existe un unique point H ∈ D tel que :

−→u .
−−→
HM = 0

On appelle H le projeté orthogonal de M sur la droite D.
Démonstration :

Proposition : Soit D une droite et M un point du plan. On considère le projeté orthogonal H de M sur D.
Pour tout point A ∈ D di�érent de H, on a AM > HM .
Le point H est donc le point de D le plus proche de M . La distance HM est la distance de M à D.
Démonstration :

Proposition : Soit D une droite passante par A et dirigée par−→u . Soit M un point du plan. La distance de M à
D est donnée par :

d(M,D) =
| [
−−→
AM,−→u ] |
‖−→u ‖

.
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Démonstration :

Proposition : Soit D une droite passant par A et ayant pour vecteur normal −→n . Soit M un point du plan. La
distance de M à D est donnée par :

d(M,D) =
| (
−−→
AM.−→n ) |
‖−→n ‖

.

Démonstration :

Remarque : Dans le cas où les vecteurs −→u ou −→n sont unitaires, les formules se simpli�ent :

Proposition : La distance du point M(x, y) à la droite d'équation ax+ by + c = 0 est donnée par :

d(M,D) =
| ax+ by + c |√

a2 + b2
.

Démonstration :
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8 Cercles

8.1 Généralités

Proposition : Le cercle C de centre Ω(a, b) et de rayon R > 0 a pour équation cartésienne :

(x− a)2 + (y − b)2 = R2.

On appelle cette équation, équation normale du cercle C.
Démonstration :

Exemple :

Remarque : Si on développe, l'équation de C s'écrit x2 + y2 − 2ax− 2by + c = 0 (en posant c = a2 + b2 −R2) et
réciproquement une telle équation peut se factoriser pour donner l'équation normale d'un cercle.

Exercice : Trouver le centre et le rayon du cercle d'équation x2 + y2 − 2x+ 4y = 4

Proposition : Le cercle de centre Ω(a, b) et de rayon R est paramétré par :{
x = a+R cos(θ)

y = b+R sin(θ)
θ ∈ R.

Démonstration :

23



Lycée La Prat's PTSI

Proposition : Par trois points A, B et C non alignés passe un unique cercle, on l'appelle cercle circonscrit au
triangle ABC.

Démonstration :

Proposition : Soient A et B deux points distincts. Il existe un unique cercle de diamètre [AB]. Il s'agit des
points M véri�ant :

−−→
MA.

−−→
MB = 0.

Démonstration :

8.2 Droites et cercles

Proposition : Soit C le cercle de centre Ω et de rayon R > 0. Soit D une droite.

1. Si d(Ω,D) > R alors D ∩ C = ∅.

2. Si d(Ω,D) = R alors D ∩ C est réduit à un point H.

3. Si d(Ω,D) < R alors D et C se coupent en 2 points.

Géométriquement :
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Démonstration :

8.3 Intersection de cercles

• Si deux cercles sont concentriques (ils ont le même centres), ils sont disjoints où confondus.

• Si deux cercles sont non concentriques, cherchons leur intersection :

Si le premier cercle a pour équation x2 + y2 − 2a1x− 2b1y + c1 = 0 et le second x2 + y2 − 2a2x− 2b2y + c2 = 0, il
s'agit de résoudre le système suivant :{

x2 + y2 − 2a1x− 2b1y + c1 = 0

x2 + y2 − 2a2x− 2b2y + c2 = 0

⇔

{
x2 + y2 − 2a1x− 2b1y + c1 = 0

2(a1 − a2)x+ 2(b1 − b2)y + c2 − c1 = 0

Or la deuxième équation est celle d'une droite car (a1, b1) 6= (a2, b2) et on est ramené au problème précédent.

Géométriquement il y a 6 cas de �gures (mais 3 cas algébriquement) :
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Exercice : Trouver l'intersection du cercle de centre O et de rayon 1 et du cercle de centre (0, 2) et de rayon 3
2
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