Lycée La Prat’s PTSI

Chapitre 12 : Géométrie du plan

- =
1y

Dans tout le chapitre, on considére le plan euclidien usuel muni d’un repére orthonormé (O, 7 ,

)

1 Préliminaires

On rappelle en vrac quelques résultats du lycée :
e Un vecteur @ est caractérisé par son sens, sa direction et sa norme.

e On peut représenter un vecteur grace & un couple de points. Plus précisemment, E = @ si et seulement
si ABDC est un parallélogramme.

e Si A désigne un point et 7 un vecteur, il existe un unique point B tel que U = zﬁ

e Deux vecteurs U et o sont dit colinéaires s’ils ont méme direction. Dans ce cas il existe A € R tel que
W = AU ou alors il existe € R tel que v = uﬁ.

e Sien plus A (ou p est positif) alors ont dit que les vecteurs sont positivement colinéaires ou positivement liés.

Exemple :

e On a admet que deux vecteurs non colinéaires forment une base du plan

Explication :

Définition : Soit ¥ un vecteur non nul on appelle droite vectorielle engendrée par @ et on note Vect(ﬁ)
I’ensemble des vecteurs :

{AU | A eR}.

Géométriquement :

Exercice : Montrer que Vect(ﬁ) est stable par combinaisons linéaires.
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Définition : Soit A un point du plan et @ un vecteur. La droite passant par A et dirigée par U est Pensemble

o
des points M tels que AM € Vect(ﬁ).
On a la note A+Vect(). On dit que ¥ est un vecteur directeur de la droite et Vect(w) est sa direction.

Exemple :

Définition :

1. Deux droites sont paralléles si elles ont méme direction.

2. Des points sont alignés s’ils appartiennent & une méme droite.

2 Modes de repérage

2.1 Coordonnées cartésiennes du point

Définition :

— - =
1. Soit M un point du plan. Il existe (x,y) € R? tel que OM = zi +vyj. Les deux réels x et y sont les

coordonnées cartésiennes de M. On note M (x,y) ou encore M | Y

2. Les coordonnées du vecteur 1@ sont alors (rp — T4,YyB — YA)-

Exemple :

Attention : les coordonnées d’un point dépendent de l'origine du repére et les coordonnées d’un vecteur non.

- =
Exercice : Soit O’ un point du plan. Soit M un point de coordonnées (z,y) dans le repére (O, i, j) et (2/,y')
dans le repére (O, i, j ). Exprimer les coordonnées de M dans le reprére (O, i, j ) en fonction de z, de y et des
coordonnées de O’ dans le repeére (O, i, ).
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2.2 Coordonnées polaires

Définition : La norme d'un vecteur @ =z i +yj est notée ||| et vaut /22 + 32.
Un vecteur est dit normé (ou unitaire) s’il est de norme 1.

Exercice : exprimer la norme de A§ en fonction des coordonnées de A et B.

Proposition : Soient 7 et ¥ deux vecteurs et A un reel. On a :
L |[7|=0ad=0
2. A\ = A

3. |7 + 7| < || & + || V] avec égalité si et seulement si les vecteurs @ et ¥ sont positivement colinéaires.

Démonstration :

Propositon : Soit @ un vecteur unitaire alors il existe § € R tel que @ = cos(d) i + sin(d) ;. De plus 0 est
unique modulo 27.

Démonstration :

Définition : On note g = cos(@)? + sin(@)?.

Exemple :
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- o
Ona i = e j=.

i ey , . . —
Définition : les coordonnées polaires du point M sont un couple (r,6) € Ry x R tel que OM = rug.
Géométriquement :

Exemple :
Remarque : Il est alors clair que r = /22 + y?, que cos(f) = ——2— et sin(f) = —-Z

2 +y2

Exercice : Soit M un point de coordonnées polaires (r,6). Donner ses coordonnées cartésiennes.

3 Produit scalaire

3.1 Définitions

Définition : Soient @ et ¥ deux vecteurs unitaires. Il existe 6 et ' des réels tels que U = 175 et U = Uy’ -
L’angle entre W et ¥, noté (o, U) est 8’ — 6. Il est défini & 27 prés.

Exemple :
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Définition : Dans le cas ot ¥ et ¥ ne sont pas unitaires et sont non nuls, On pose (7, 7) = (Hg—w ﬁ)

Définition : Le produit scalaire entre deux vecteurs non nuls U et U est :

U = |2 T cos(6)

ou # est I’angle entre U et V.
Par convention, si un des deux vecteurs est nul, le produit scalaire est nul.

Exercice : Que vaut .7 ?

Proposition (Cauchy-Schwarz) : Soient % et ¥ deux vecteurs. On a

| < |

Avec égalité si et seulement si les vecteurs sont colinéaires.

Démonstration :

Corollaire : Soient ¥ et ¥ deux vecteurs. On a
77 <A

Avec égalité si et seulement si les vecteurs sont positivement colinéaires.

Démonstration :

N
i,7). Ona:

Proposition : Soient U et ¥ deux vecteurs de coordonnées (x,y) et («/,y') dans le repére (O, 7,

U =z’ +yy.

Démonstration :
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3.2 Propriétés

Proposition : Soient @, ¥ et W trois vecteurs, A, v deux réels. On a :
1. 4.7 = V.4 (symétrie)

2. UM+ pw) =AUV + p .3 (linéaire & droite)

3. (A +pw). @ = AU 4 4 p. W (linéaire a gauche)

Démonstration :

Exercice : Soient 7 et ¥ deux vecteurs. Montrer que :
L7+ 7)1 ="+ 7| +2%. 7
2. |7 =T = 17| + |7 - 20 ¥
3. T +7) -7 -T) =477
4T+ B+ 1T =TI =217+ 7

4 Transformations du plan
Rappels :

—
1. La translation de vecteur u est lapplication qui a un point M associe I'unique point M’ tel que MM’ = g

2. L’homothétie de centre € et de rapport ) est ’application qui a un point M associe I'unique point M’ tel que
QM = \QM

3. La rotation de centre © et d’angle 6 est Iapplication qui & un point M associe I'unique point M’ tel que
QM = QM et (QM,QM") = 6.

Géométriquement :
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Dans toute la suite, on se place dans le repére orthonormé (O, i, j
points.

, 7 ) pour les coordonnées des vecteurs et des

4.1 Translation et homothétie

Proposition : Si le vecteur ¥ a pour coordonnées (a,b) alors 'image de M (x,y) par la translation de vecteur

@ a pour coordonnées (z + a,y + b).

Démonstration :

Exemple :

Proposition : Si Q a pour coordonnées (a,b) alors I"image de M (x,y) par 'omothétie de centre Q) et de rapport
A a pour coordonnées (a + A(z —a),b+ A(y — b)).

Démonstration :

Exemple :
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4.2 Rotation

Proposition : La rotation de centre O et d’angle 6’ transforme le point de coordonnées polaires (r, ) en le point
de coordonnées polaires (r,6 + 60").

Démonstration :

Exemple :

Rappel : La rotation de centre 2 d’affixe complexe w et d’angle 6 transforme le point d’affixe complexe z en le
point d’affixe complexe w + ¢ (z — w).

Définition : La rotation vectorielle d’angle 6 est ’application qui laisse inchagé le vecteur nul et qui transforme

un vecteur ¥ en I'unique vecteur ¥ tel que | 7| = || V]| et (¥, V) = 6.

Exemple :

—
Remarque : La rotation de centre Q et d’angle 6 transforme le point M en le point Q2 + r¢(QQM) ou 7y est la

rotation vectorielle d’angle 6.
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%
Proposition : L’image du vecteur @ de coordonnées (z,y) est le vecteur u’ de coordonnées (z',y’) ou (z/,y’)

est donné par :
"\  fcos(§) —sin(0)\ [z
y' )~ \sin(8)  cos(6) Yy
cos(0) - s1n(6)) s’appelle matrice de rotation d’angle 6.

La matrice R(0) = (sin(ﬁ) cos(0)

Démonstration :

Proposition : Soient 6 et 6’ deux réels, on a :

R(0+0') = R(O)IR(®).

Démonstration :

Corollaire : La matrice R(6) est inversible et R(9)~! = R(—0).

Démonstration :
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4.3 Symétrie orthogonale par rapport a une droite

Définition : La symétrie orthogonale par rapport a la droite A+Vect(W) est I'application qui & tout point M
Delinition : veet
associe Iunique point M’ vérifiant AM = AM’ et (AM, ) = (u, AM").

Géométriquement :

Définition : La symétrie orthogonale vectorielle par rapport a la droite Vect(ﬁ) est l'application qui laisse
invariant le vecteur nul et qui & tout vecteur @ associe 'unique vecteur ¥ vérifiant || = | 7| et (&, W) =

(7, ).

Géométriquement :

Remarques :

—
1. La symétrie orthogonale par rapport  la droite A+Vect() transforme M en M’ = A+ s (AM) ot s— est

la symétrie orthogonale vectorielle de droite Vect(w).

2. La symétrie orthogonale vectorielle par rapport a la droite Vect(ug,) transforme le vecteur pug en le vecteur
—
PU20,—6-

Proposition : L’image du vecteur 7(m,y) par la symétrie orthogonale vectorielle par rapport a la droite
(

Vect (W /2) est le vecteur de coordonnées (z',%') et :

() (ol ) ()

Démonstration :

10
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Proposition : La composée des symétries orthogonales vectorielles par rapport aux droites Vect(ﬁg) puis
Vect(W ¢/) est la rotation vectorielle d’angle 2(6 — 6').

Géométriquement :

Démonstration :

Corollaire : Les symétries orthogonales vectorielles sont des involutions.

Démonstration :

5 Orthogonalité et bases orthonormales

5.1 Vecteurs orthogonaux

’Déﬁnition : Deux vecteurs sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est nul.

Proposition : Deux vecteurs non nuls @ et ¥ sont orthogonaux si et seulement si (7, V') = Zlrl.

11
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Démonstration :

Théoréme : (Pythagore) Soient @ et ¥ deux vecteurs. On a || + 7||2 = ||7H2 + ||7H2 si et seulement si o
et U sont orthogonaux.

Démonstration :

5.2 Bases orthonormales

Définition : Deux vecteurs @ et o/ forment une base orthonormale si :

|| =7 =1et T.7 =0.

Ainsi pour tout point €, le repére (Q, @, ') est dit orthonormal.

Exemple :

Proposition : Deux vecteurs 7 et ¥ forment une base orthonormale si et seulement si il existe 6 € R tel que :
(i =p et U = Ugir/3) OU (7 = upet U = Up—r/3)

Dans le premier cas la base est dite orthonormée directe et dans le second cas elle est dite orthonormée indirecte.

Démonstration :

12
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L’exercice suivant est fondamental et permet de changer de coordonnées d’une base vers une autre.

- =
Exercice : Soit 0 e Ret W =z i +y .

1. Montrer qu’il existe un unique couple de réels (2/,y’") tel que W = 2'uj + Y'Ugt 73 et que de plus :

()= (Sl oy (1),

2. Montrer qu’il existe un unique couple de réels (z',y’) tel que W = 2'uj + Y'ug_r /2 et que de plus :

()= i) ()

5.3 Calcul dans une base orthonormée quelconque

Proposition : Soit (?7 7) une base orthonormale quelconque et 7 un vecteur. On peut calculer les coordonnées
de ¥ dans la base (?7 7) a partir du produit scalaire, en effet :

T =@ 1T +(@.T)7.

Démonstration :

13
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Proposition : Soient (?,7) une base orthonormale, @ et ¥ de coordonnées (z,y) et (2',y') dans la base

(;,j).ona:

U =xx' +yy.

Démonstration :

Remarque : La formule z2’ 4+ yy’ du produit scalaire est donc valable dans toute base orthonormale.

Proposition : Soit (?, 7) une base orthonormée directe. Soit @ un vecteur de coordonnées (z,y) dans la base

(I',J). Son image par la rotation vectorielle d’angle 6 a pour coordonées (z',y’) dans la base (?, 7) et :

(v) =7 () - (i) wmto ) ()

Démonstration :

6 Produit mixte

Définition : Soient ¥ et ¥ deux vecteurs non nuls. On appelle produit mixte de U et 7, le réel :

[@, ] = 12|17 || sin(T, 7).

par convention, si I'un des deux est nul, le produit mixte est nul.

Interprétation géométrique :

e Aire d’un triangle

14
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Si ABC est un triangle, Aapc = $BH x AC = $AB | sin(/@,m) | xAC = = | [ﬁ,@} |

1

2
La quantité %[E,ﬁ] s’appelle aire orientée du triangle ABC. Si [ﬁ,ﬁ] > 0 on dit que le triangle ABC est
direct sinon on dit qu’il est indirect.

e Aire d’un parallélogramme

Si ABDC est un parallélogramme, Asppc = BH x AC = AB | sin(xﬁ, ﬁ) | xAC =] [E,ﬁ] |

La quantité [E,@] s’appelle aire orientée du parallélogramme ABDC. Si [ﬁ,z@} > 0 on dit que le parallélo-
gramme ABDC est direct sinon on dit qu’il est indirect.

Proposition : Soient 7 et ¥ deux vecteurs. On a :

@, = -7, 7).

On dit que le produit mixte est antisymétrique.

Démonstration :

Proposition : Soient ¥ et ¥ deux vecteurs.

1. @ et ¥ sont colinéaires si et seulement si [, U] = 0.

2. U et U sont orthogonaux si et seulement si | [@, 7] |= || | V]-

Démonstration :

15
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-
T, 7).

Proposition : Soient @ et ¥ deux vecteurs de coordonnées respectives (z,y) et (2/,y") dans la base (

Ona:

3

(W, 7] = zy — ya'.

Démonstration :

Moyen mémo-technique :

Proposition : Soient 7, ¥ et W trois vecteurs. Soient (A, p) €ER2. Ona:
L. MU +p@, W) =\, W) + [V, @)
2. [U, AV + pd] = N[, 0] + p[d, @)

On dit que le produit mixte est bilinéaire.

Démonstration :

Proposition : Soient @ et ¥ deux vecteurs de coordonnées respectives (z,y) et (¢/,y") dans une base orthonor-
male directe (?, 7) On a:

(7, 7] =z — ya'.

Démonstration :

16
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7 Droites

7.1 Paramétrage d’une droite

Définition : Une droite passant par A(xg,yo) et dirigée par 7(@, B) est paramétrée par :

— t
T=rotat o op
Yy =1yo+ Bt

Démonstration :

Exemple :

Proposition : La droite passant par Mj(x1,y1) et Ma(x9,y2) est paramétrée par :

teR
y=uy1+ (y1 —y2)t

{x =21 + (1 — x2)t

Démonstration :

Remarque : lordre entre 1 et 2 n’importe pas tant qu’on prend le méme pour z et y.

Exemple :

17
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Définition : Un vecteur est dit normal & une droite s’il est unitaire et orthogonal & tout vecteur directeur de
cette droite.

Meéthode de calcul :

7.2 Equation cartésienne d’une droite

Définition : Soit .A un ensemble de points du plan, on dit que F(x,y) = 0 est une équation de A dans le repére

Zclintion :
(O,i,j)siona:

M(z,y) ¢ A< F(z,y) =0.

Exemple :

Remarque : ’équation dépend évidemment du repére dans lequel on se place.

Proposition : La droite passant par My(xo,yo) et dirigée par le vecteur ﬁ(a, B) a pour équation :

a(y —yo) — B(x — o) = 0.

Démonstration :

Proposition : La droite passant par le point My(zo,yo) et ayant le vecteur ﬁ(a, b) pour vecteur normal a pour
équation :

a(z — o) + by — yo) = 0.

Démonstration :

18
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Proposition :
e Toute droite du plan admet une équation cartésienne du type :
ax + by + ¢ = 0 avec (a,b) # (0,0) et c € R.

e Soit (a,b) # (0,0) et ¢ € R, ensemble des points du plans vérifiant ax + by + ¢ = 0 forment une droite
admettant (a,b) comme vecteur normal et dirigée par le vecteur (—b,a).

e Deux équations de droite rerésentent la méme droite si et seulement si elles sont proportionnelles.

Démonstration :

Exemple :

19
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Proposition : Soient Dy et Dy deux droites d’équations :

a1 +b1y+c1 =0et acx + by + co =0.

1. Les droites sont paralléles si et seulement si (a1,b1) et (ag,bs) sont proportionnels.

2. Sinon elles se coupent en un seul point.

Démonstration :

Exemple :

Définition : Deux droites sont orthogonales (ou perpendiculaires) si elles sont dirigées par deux vecteurs orthog-
onaux.

Proposition : Soient D; et Dy deux droites d’équations :

a1 +b1y+c1 =0et acx + by + co = 0.

Les droites sont perpendiculaires si et seulement si :

aiag + blbg =0.

Démonstration :

Corollaire : Soit D une droite et A un point. Il existe une unique droite orthogonale & D passant par A.

Démonstration :

20
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7.3 Distance d’un point a une droite

Proposition : Soit M un point du plan et D une droite dirigée par . 1l existe un unique point H € D tel que :

WU.HM =0

On appelle H le projeté orthogonal de M sur la droite D.

Démonstration :

Proposition : Soit D une droite et M un point du plan. On considére le projeté orthogonal H de M sur D.
Pour tout point A € D différent de H, on a AM > HM.
Le point H est donc le point de D le plus proche de M. La distance HM est la distance de M & D.

Démonstration :

Proposition : Soit D une droite passante par A et dirigée parw. Soit M un point du plan. La distance de M a
D est donnée par :

—
d(M,D) = T| [A|Z|W’”7] 3

21
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Démonstration :

Proposition : Soit D une droite passant par A et ayant pour vecteur normal 7. Soit M un point du plan. La
distance de M a D est donnée par :

AM.7
d(M,D) = H%'”J.

Démonstration :

Remarque : Dans le cas ou les vecteurs 2 ou 7 sont unitaires, les formules se simplifient :

Proposition : La distance du point M (z,y) a la droite d’équation ax + by + ¢ = 0 est donnée par :

_Jar+by +c

AMP) =

Démonstration :

22
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8 Cercles

8.1 Généralités

Proposition : Le cercle C de centre (a, b) et de rayon R > 0 a pour équation cartésienne :

(x—a)*+ (y—b)* = R%

On appelle cette équation, équation normale du cercle C.

Démonstration :

Exemple :

Remarque : Si on développe, 'équation de C s’écrit 22 + y? — 2ax — 2by + ¢ = 0 (en posant ¢ = a? + b*> — R?) et
réciproquement une telle équation peut se factoriser pour donner ’équation normale d’un cercle.

Exercice : Trouver le centre et le rayon du cercle d’équation z? + y? — 2z + 4y = 4

Proposition : Le cercle de centre Q(a,b) et de rayon R est paramétré par :

{x:a+Rcos(9) 0eR

y =0b+ Rsin(0)

Démonstration :

23
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Proposition : Par trois points A, B et C non alignés passe un unique cercle, on 'appelle cercle circonscrit au
triangle ABC.

Démonstration :

Proposition : Soient A et B deux points distincts. Il existe un unique cercle de diameétre [AB]. 1l s’agit des
points M vérifiant :

MAMB = 0.

Démonstration :

8.2 Droites et cercles

Proposition : Soit C le cercle de centre () et de rayon R > 0. Soit D une droite.
1. Sid(Q,D) > R alors DNC = 0.
2. Si d(Q,D) = R alors DN C est réduit & un point H.

3. Sid(Q2,D) < R alors D et C se coupent en 2 points.

Géométriquement :

24
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Démonstration :

8.3 Intersection de cercles

e Si deux cercles sont concentriques (ils ont le méme centres), ils sont disjoints ot confondus.

e Si deux cercles sont non concentriques, cherchons leur intersection :

Si le premier cercle a pour équation x2 + y? — 2a1z — 2byy + ¢; = 0 et le second 22 + 3% — 2asx — 2byy + o = 0, il
s’agit de résoudre le systéme suivant :

22 +y? — 20z — 201y +c1 =0
22 +y? — 2000 — 2boy +co =0
22 +y? — 20,0 — 2b1y + ¢ =0
2(a1 —ag)xr+2(by —ba)y+co—c1 =0
Or la deuxiéme équation est celle d’'une droite car (a1, b1) # (az,b2) et on est ramené au probléme précédent.

Géométriquement il y a 6 cas de figures (mais 3 cas algébriquement) :

25
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Exercice : Trouver l'intersection du cercle de centre O et de rayon 1 et du cercle de centre (0,2) et de rayon %

26



