Lycée La Prat’s PTSI

Chapitre 14 : Polyndmes

Dans tout le cours K = R ou C.

1 Ensemble des polynomes & 1 indéterminée

1.1 Définitions

Défintion :
Soit p € N* et ao,...ap € KP+1. On appelle polyndme & une indétrminée & coefficients dans K la quantité

p
P(X)=ao+a X + ...+ a,X? =Y apX*.
k=0

On note K[X] les polynomes a coefficients dans K dont X est I’indéterminée.

Exemple :

Remarque :

e Si on souhaite additionner deux polynoémes,

max(n,m)

Zaka—l—Zaka = Z (ak —‘y—bk)Xk
k=0 k=0

k=0

En effet, on suppose que a; = 0 dés que i dépasse une certaine valeur : par exemple, le coefficient a; de z2 + 1
est 0 pour ¢ > 3.

e Si on souhaite multiplier deux polynomes,

n m n+m
> arnXF Y b X =YY aby) X"
k=0 k=0 k=0 i+j=k
e Si P= > apX¥ alors AP = Y Aap X".
k=0 k=0
e SiP=>Y apX"et g= > b X" alors :
k=0 k=0
PoQ=P=Y Q" =Y ar(d b: X))
k=0 k=0 =0

Exemple :
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Définition : Un polynome est dit constant si ses coefficients sont nuls & partir du rang 1 : P(X) = ag. Ainsi on
peut donner un sens & K C K[X].

n
Définition : Soit A = 3 ap X" un polynéme et o € K. On pose :
k=0

Remarque : Cette définition peut paraitre une évidence cosmique mais le fait est qu’en Mathématiques, on fait
la différence entre un polynome (objet algébrique pur) et la fonction polynomiale qu’il représente.

Exemple : Z/2Z

1.2 Degré d’un polynéme

Définition : Soit P un polynéme non nul avec P(X) = 3 apX*. Le degré de P est :
k=0

deg(P) = max{k | ar # 0}.

Par convention deg0 = —oco. Si deg(P) = n alors le coefficient a,, s’appelle coefficient dominant de P, s’il vaut 1
le polynome est dit unitaire.

Exemple :

Proposition : Soient P et @ € K[X]. On a :
1. deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)) avec égalité si deg(P) # deg(Q) *

2. deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

“mais pas que, attention !

Démonstration :

‘Déﬁnition : On note K, [X] 'ensemble des polynomes de dégré inférieur ou égaux a n a coefficients dans K. ‘

‘Proposition : K, [X] est stable par combinaisons linéaires. ‘

Démonstration :
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Proposition : Le produit de deux polynodmes est nul si et seulement si un des deux polyndmes est nul.

Démonstration :

Remarque : Jusqu’ici, on a toujours vu les polyndémes comme des fonctions, or ce résultat est FAUX pour les
fonctions.

Corollaire : Soient (A, B,C) € K[X]? avec A # 0. On a :

AB =AC & B =C.

Démonstration :

2 Divisibilité et division euclidienne

2.1 Multiples et diviseurs

Définition : Soient A et B des polynomes de K[X], on dit que A divise B et on note A | B §’il existe C' € K[X]
tel que B = AC.

Exemple :

Proposition : Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
e B divise A et A divise B.
o Il existe A € K* tel que A = \B.

Les polynomes sont alors dits associés.

Démonstration :
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Remarque : Comme pour les entiers si D | P et D | Q alors D | (AP + BQ) quels que soient les polynomes A et
B.

2.2 Division euclidienne dans K[X]

Théoréme : Soient A et B des polynomes avec B # 0. Il existe un unique couple (@, R) de polynomes tels que :

A= BQ+ R avec deg R < deg B.

Démonstration :

Remarque : La condition de degré est indispensable a 'unicité. Elle remplace la conditions sur les valeurs absolues
de la division euclidienne normale.

Proposition : Soient A et B des polynomes avec B # 0. B divise A si et seulement si les reste de la division
euclidienne de A par B est nul.

Démonstration :

Algorithme de la division euclidienne :
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La preuve du théoréme fournit une maniére constructive d’obtenir @ et R .
Effectuer la division euclidienne de X° +4X* +2X3 + X2 — X — 1 par X3 —2X + 3.

3 Fonctions polynomiales et racines

3.1 Fonction associée & un polynéme et racines

~ K—=K
Définition : Pour tout A € K[X], on peut définir A : { Aw) C’est la fonction polynomiale associée au
T — Az

polynéme A.
Réciproquement, une fonction I — K est dite polynomiale s’il existe un polynéme dont c’est la fonction polyndmi-
ale sur I.

Exemple :

Définition : On dit que a € K est une racine de P € K[X] si P(a) = 0.

Exercice : Montrer que tout polynéme de degré 3 a une racine.

Proposition : Soit P un polynome de K[X] et o € K alors « est une racine de P < X —«a | P.
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Démonstration :

Proposition : Soit P un polynéme et a;, ..., a,, des racines distinctes de ce polynéme. Alors P est divisible par

p
kgl(X - Ozk).

Démonstration :

Corollaire : Un polynome de degré n a au plus n racines distinctes.

Démonstration :

Corollaire : Un polyndéme de degré inférieur ou égal & n ayant n + 1 racines distinctes est nul.

Démonstration :

Exercice : Montrer que sin n’est pas une fonction polynomiale sur R.

Corollaire : Si P € K[X] est un polynome de degré n et si aq,...,a, sont des racines distinctes de P alors il
existe A € K tel que :

P=XTI (X — o).

Démonstration :
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Exemple :
X" —1=

3.2 multiplicité d’une racine

Proposition : Soient deux polynémes A et B. Si les fonctions polyndmiales coincident sur une partie infinie,
alors A = B.

Démonstration :

Remarque : Au vu de la preuve, si les polynomes sont de degré n, il suffit que les fonctions polynémiales soient
égales en n + 1 valeurs distinctes.

Définition : Soit P un polynome non nul et « une racine de P. L’ordre de multiplicité de « est le plus grand
entier p tel que (X — a)? | P.
Si p > 2 on dit que « est une racine multiple.

deg(P

Remarque : Au maximum (X — «) ) | P donc l'ordre de multiplicité d’une racine est bien défini.

Exemple :

Proposition : Soit P un polyndéme non nul, a € K et p € N*.
e « est une racine de P d’ordre au moins p si et seulement si il existe B € K[X] tel que P = (X — a)PB.

e « est une racine de P d’ordre p si et seulement si il existe B € K[X] tel que P = (X — a)?B et B(a) # 0.

Démonstration :

Proposition : Soit P un polynéme. Si oy, ..., o sont des racines distinctes de P d’ordre au moins 71, ..., alors

p
II (X —ag)™ | P.
T — )

Démonstration :
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Remarque : Un polynéme de degré n a donc au plus n racines comptées avec multiplicité.

Exemple :

Corollaire : Soit P un polynéme dont aq, ...,a, sont des racines d’ordre respectif rq,...,7,. Si on a deg(P) =
r1 + ... +1p alors il existe A € K tel que :

p
— Tk
P = )\kI:I1(X ag)"™.

Démonstration :

3.3 Somme et produit des racines

Définition : Un polyndéme P est dit scindé s’il existe az, ..., a;, € K (éventuellement égaux) tels que :

P=XX—a1)..(X —ap).

Si les a; sont distincts, on dit que le polyndme est scindé simple.

Exemple :

Remarque : Tout polynome est scindé sur C. (bon a savoir)

n
Proposition : (relation coefficients racines) Si P = > axX* est un polynome scindé alors la somme de ses
k=0
. Ap_1 . . (—1)”(10
racines est ——2= et le produit de ses racines est ~——".
K n

Démonstration :

Exercice :

Retrouver les formules donnant la somme et le produit des racines n¢™¢ de I'unité.
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4 Dérivation

4.1 Polyndéme dérivé

n n
Définition : Soit P = Y a; X*. On appelle polynome dérivé et on note P’ = 5 kap X+~ 1.
k=0 k=0

Proposition :

o Si deg(P) > 0 alors deg(P’) = deg(P) — 1.

e P est constant si et seulement si P’ = 0

Démonstration :

Remarque : La fonction polynomiale associée & P’ est donc la dérivée de la fonction polynomiale associée a P.
Ainsi on a toutes les formules usuelles.

Proposition :
e Soient P et Q € K[X], v et f€K. On a (aP + Q) = aP' + 8Q'.
. (PQ) = P'Q+PQ.

4.2 Formule de Taylor et ordre d’une racine

Définition : Pour tout polyndéme A, on définit par récurrence :

A = A et ATD = (AMY vy e N

Remarque : Encore une fois cela coincide avec les dérivées successives des fonctions usuelles, on a donc les résultats
tels que la linéarité, la formule de Leibniz etc

Proposition : (Formule de Taylor) : Soit A € K[X] de degré n et et a € K.

n n
A(X) = kZ:O%(X —a)f et A(X +a)= kz:O%Xk

Démonstration :
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Proposition : Soit » € N* et P un polynéme non constant. Si a € K est racine d’ordre r de P alors a est racine
d’ordre r — 1 de P,

Démonstration :

Proposition : Soit P € K[X], a € K et r € N*. Les énoncés suivants sont équivalents :

1. a est racine d’ordre r de P.

2. P(a) =...= P"=U(a) =0 et P")(a) #0.

Démonstration :

Exercice : Soit P € R[X] et a € C une racine de P d’ordre r > 0. Montrer que & est aussi racine d’ordre r de P.

5 Etude de R[X] et C[X]

5.1 Théoréme de d’Alembert et polyndmes irreductibles

’Théoréme : (d’Alembert) : Tout polynome P € C[X] non constant admet au moins une racine.

Démonstration :

Définition : On dit qu’un polynome P € K[X] est irreductible si :
e deg(P) > 1.
e Les seuls diviseurs de P sont les éléments de K* et les polyndmes associés a P®

P est donc irreductible s’il est non constant et si P = AB = deg(A) = 0 ou deg(B) = 0.

“multiples de P par un scalaire

Exemple :

10
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Remarque : Les polyndmes irreductibles jouent en quelque sorte le role des nombres premiers mais pour les

polynomes.

Proposition : Tout polynome de degré 1 est irreductible.

Démonstration :

Exercice : Le polynome X2 + 1 est il irreductible dans R[X] ? C[X] ?
Remarque : La notion d’irreductibilité dépend donc de \K.

5.2 Factorisation dans C[X]

Proposition : Les irreductibles de C[X] sont de degré 1.

Démonstration :

On a alors :

P(X) = AT (X — ap)™

oll A est le coefficient dominant de P.

Proposition : Soit P un polynéme de C[X] non constant. On note a1, ..., o, ses racines d’ordre respectif rq, ...r,,.

Démonstration :

Remarque : Ainsi tout polynéme est scindé sur C.

11
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Corollaire : Si ay,...,a, sont les racines d’ordre respectif rq,...,7, d’un polynome A € C[X].

alors :

A | P si et seulement si aq, ...,a, sont des racines de P d’ordre respectif supérieur a rq, ..., 7.

Soit P € C[X],

Démonstration :

5.3 Factorisation dans R[.X]

Proposition : Les polynomes irreductibles de R[X] sont :

e Les polynomes de degré 1.

e Les polynomes de degré 2 sans racine réelle.

Démonstration :

Proposition : Tout polynéme P € R[X] peut s’écrire :

P m
P(X) = AT (X —ap)™ TT(X? 40X — )"

ou A est le coefficient dominant de P, ay, les racines de P d’ordre ry et bi —4c < 0.
On a donc décomposé P en produit d’irréductibles de R[X].

Démonstration :

12
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Exemple :

Exercice : Décomposer X® — 1 en produit d’irreductibles dans R[X].

13



