
Lycée La Prat's PTSI

Chapitre 14 : Polynômes

Dans tout le cours K = R ou C.

1 Ensemble des polynômes à 1 indéterminée

1.1 Dé�nitions

Dé�ntion :

Soit p ∈ N∗ et a0, ...ap ∈ Kp+1. On appelle polynôme à une indétrminée à coe�cients dans K la quantité

P (X) = a0 + a1X + ...+ apX
p =

p∑
k=0

akX
k.

On note K[X] les polynômes à coe�cients dans K dont X est l'indéterminée.

Exemple :

Remarque :

• Si on souhaite additionner deux polynômes,

n∑
k=0

akX
k +

m∑
k=0

akX
k =

max(n,m)∑
k=0

(ak + bk)Xk.

En e�et, on suppose que ai = 0 dès que i dépasse une certaine valeur : par exemple, le coe�cient ai de x
2 + 1

est 0 pour i ≥ 3.

• Si on souhaite multiplier deux polynômes,

n∑
k=0

akX
k ×

m∑
k=0

bkX
k =

n+m∑
k=0

(
∑

i+j=k

aibj)X
k.

• Si P =
n∑

k=0

akX
k alors λP =

n∑
k=0

λakX
k.

• Si P =
n∑

k=0

akX
k et q =

m∑
k=0

bkX
k alors :

P ◦Q = P =

n∑
k=0

akQ
k =

n∑
k=0

ak(

m∑
i=0

biX
i)k

Exemple :
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Dé�nition : Un polynôme est dit constant si ses coe�cients sont nuls à partir du rang 1 : P (X) = a0. Ainsi on
peut donner un sens à K ⊂ K[X].

Dé�nition : Soit A =
n∑

k=0

akX
k un polynôme et α ∈ K. On pose :

A(α) =

n∑
k=0

akα
k.

Remarque : Cette dé�nition peut paraitre une évidence cosmique mais le fait est qu'en Mathématiques, on fait
la di�érence entre un polynôme (objet algébrique pur) et la fonction polynômiale qu'il représente.

Exemple : Z/2Z

1.2 Degré d'un polynôme

Dé�nition : Soit P un polynôme non nul avec P (X) =
∞∑
k=0

akX
k. Le degré de P est :

deg(P ) = max{k | ak 6= 0}.

Par convention deg 0 = −∞. Si deg(P ) = n alors le coe�cient an s'appelle coe�cient dominant de P , s'il vaut 1
le polynôme est dit unitaire.

Exemple :

Proposition : Soient P et Q ∈ K[X]. On a :

1. deg(P +Q) ≤ max(deg(P ),deg(Q)) avec égalité si deg(P ) 6= deg(Q) a

2. deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q).

amais pas que, attention !

Démonstration :

Dé�nition : On note Kn[X] l'ensemble des polynômes de dégré inférieur ou égaux à n à coe�cients dans K.

Proposition : Kn[X] est stable par combinaisons linéaires.

Démonstration :
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Proposition : Le produit de deux polynômes est nul si et seulement si un des deux polynômes est nul.

Démonstration :

Remarque : Jusqu'ici, on a toujours vu les polynômes comme des fonctions, or ce résultat est FAUX pour les
fonctions.

Corollaire : Soient (A,B,C) ∈ K[X]3 avec A 6= 0. On a :

AB = AC ⇔ B = C.

Démonstration :

2 Divisibilité et division euclidienne

2.1 Multiples et diviseurs

Dé�nition : Soient A et B des polynômes de K[X], on dit que A divise B et on note A | B s'il existe C ∈ K[X]
tel que B = AC.

Exemple :

Proposition : Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

• B divise A et A divise B.

• Il existe λ ∈ K∗ tel que A = λB.

Les polynômes sont alors dits associés.

Démonstration :
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Remarque : Comme pour les entiers si D | P et D | Q alors D | (AP +BQ) quels que soient les polynômes A et
B.

2.2 Division euclidienne dans K[X]

Théorème : Soient A et B des polynômes avec B 6= 0. Il existe un unique couple (Q,R) de polynômes tels que :

A = BQ+R avec degR < degB.

Démonstration :

Remarque : La condition de degré est indispensable à l'unicité. Elle remplace la conditions sur les valeurs absolues
de la division euclidienne normale.

Proposition : Soient A et B des polynômes avec B 6= 0. B divise A si et seulement si les reste de la division
euclidienne de A par B est nul.

Démonstration :

Algorithme de la division euclidienne :
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La preuve du théorème fournit une manière constructive d'obtenir Q et R .

E�ectuer la division euclidienne de X5 + 4X4 + 2X3 +X2 −X − 1 par X3 − 2X + 3.

3 Fonctions polynomiales et racines

3.1 Fonction associée à un polynôme et racines

Dé�nition : Pour tout A ∈ K[X], on peut dé�nir Ã :

{
K→ K
x 7→ A(x)

. C'est la fonction polynômiale associée au

polynôme A.
Réciproquement, une fonction I → K est dite polynômiale s'il existe un polynôme dont c'est la fonction polynômi-
ale sur I.

Exemple :

Dé�nition : On dit que α ∈ K est une racine de P ∈ K[X] si P (α) = 0.

Exercice : Montrer que tout polynôme de degré 3 a une racine.

Proposition : Soit P un polynôme de K[X] et α ∈ K alors α est une racine de P ⇔ X − α | P .
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Démonstration :

Proposition : Soit P un polynôme et α1, ..., αp des racines distinctes de ce polynôme. Alors P est divisible par
p

Π
k=1

(X − αk).

Démonstration :

Corollaire : Un polynôme de degré n a au plus n racines distinctes.

Démonstration :

Corollaire : Un polynôme de degré inférieur ou égal à n ayant n+ 1 racines distinctes est nul.

Démonstration :

Exercice : Montrer que sin n'est pas une fonction polynômiale sur R.

Corollaire : Si P ∈ K[X] est un polynôme de degré n et si α1, ..., αn sont des racines distinctes de P alors il
existe λ ∈ K tel que :

P = λ
n

Π
k=1

(X − αk).

Démonstration :
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Exemple :

Xn − 1 =

3.2 multiplicité d'une racine

Proposition : Soient deux polynômes A et B. Si les fonctions polynômiales coincident sur une partie in�nie,
alors A = B.

Démonstration :

Remarque : Au vu de la preuve, si les polynômes sont de degré n, il su�t que les fonctions polynômiales soient
égales en n+ 1 valeurs distinctes.

Dé�nition : Soit P un polynôme non nul et α une racine de P . L'ordre de multiplicité de α est le plus grand
entier p tel que (X − α)p | P .
Si p ≥ 2 on dit que α est une racine multiple.

Remarque : Au maximum (X − α)deg(P ) | P donc l'ordre de multiplicité d'une racine est bien dé�ni.

Exemple :

Proposition : Soit P un polynôme non nul, α ∈ K et p ∈ N∗.

• α est une racine de P d'ordre au moins p si et seulement si il existe B ∈ K[X] tel que P = (X − α)pB.

• α est une racine de P d'ordre p si et seulement si il existe B ∈ K[X] tel que P = (X − α)pB et B(α) 6= 0.

Démonstration :

Proposition : Soit P un polynôme. Si α1, ..., αp sont des racines distinctes de P d'ordre au moins r1, ..., rp alors
p

Π
k=1

(X − αk)rk | P.

Démonstration :
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Remarque : Un polynôme de degré n a donc au plus n racines comptées avec multiplicité.

Exemple :

Corollaire : Soit P un polynôme dont α1, ..., αp sont des racines d'ordre respectif r1, ..., rp. Si on a deg(P ) =
r1 + ...+ rp alors il existe λ ∈ K tel que :

P = λ
p

Π
k=1

(X − αk)rk .

Démonstration :

3.3 Somme et produit des racines

Dé�nition : Un polynôme P est dit scindé s'il existe α1, ..., αn ∈ K (éventuellement égaux) tels que :

P = λ(X − α1)...(X − αn).

Si les αi sont distincts, on dit que le polynôme est scindé simple.

Exemple :

Remarque : Tout polynôme est scindé sur C. (bon à savoir)

Proposition : (relation coe�cients racines) Si P =
n∑

k=0

akX
k est un polynôme scindé alors la somme de ses

racines est −an−1

an
et le produit de ses racines est (−1)na0

an
.

Démonstration :

Exercice :

Retrouver les formules donnant la somme et le produit des racines neme de l'unité.
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4 Dérivation

4.1 Polynôme dérivé

Dé�nition : Soit P =
n∑

k=0

akX
k. On appelle polynôme dérivé et on note P ′ =

n∑
k=0

kakX
k−1.

Proposition :

• Si deg(P ) > 0 alors deg(P ′) = deg(P )− 1.

• P est constant si et seulement si P ′ = 0

Démonstration :

Remarque : La fonction polynômiale associée à P ′ est donc la dérivée de la fonction polynômiale associée à P .
Ainsi on a toutes les formules usuelles.

Proposition :

• Soient P et Q ∈ K[X], α et β ∈ K. On a (αP + βQ)′ = αP ′ + βQ′.

• (PQ)′ = P ′Q+ PQ′.

4.2 Formule de Taylor et ordre d'une racine

Dé�nition : Pour tout polynôme A, on dé�nit par récurrence :

A(0) = A et A(n+1) = (A(n))′ ∀n ∈ N

Remarque : Encore une fois cela coïncide avec les dérivées successives des fonctions usuelles, on a donc les résultats
tels que la linéarité, la formule de Leibniz etc

Proposition : (Formule de Taylor) : Soit A ∈ K[X] de degré n et et a ∈ K.

A(X) =
n∑

k=0

A(k)(a)
k! (X − a)k et A(X + a) =

n∑
k=0

A(k)(a)
k! Xk

Démonstration :
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Proposition : Soit r ∈ N∗ et P un polynôme non constant. Si a ∈ K est racine d'ordre r de P alors a est racine
d'ordre r − 1 de P ′.

Démonstration :

Proposition : Soit P ∈ K[X], a ∈ K et r ∈ N∗. Les énoncés suivants sont équivalents :

1. a est racine d'ordre r de P .

2. P (a) = ... = P (r−1)(a) = 0 et P (r)(a) 6= 0.

Démonstration :

Exercice : Soit P ∈ R[X] et α ∈ C une racine de P d'ordre r > 0. Montrer que ᾱ est aussi racine d'ordre r de P .

5 Etude de R[X] et C[X]

5.1 Théorème de d'Alembert et polynômes irreductibles

Théorème : (d'Alembert) : Tout polynôme P ∈ C[X] non constant admet au moins une racine.

Démonstration :

Dé�nition : On dit qu'un polynôme P ∈ K[X] est irreductible si :

• deg(P ) ≥ 1.

• Les seuls diviseurs de P sont les éléments de K∗ et les polynômes associés à P a

P est donc irreductible s'il est non constant et si P = AB ⇒ deg(A) = 0 ou deg(B) = 0.

amultiples de P par un scalaire

Exemple :
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Remarque : Les polynômes irreductibles jouent en quelque sorte le rôle des nombres premiers mais pour les
polynômes.

Proposition : Tout polynôme de degré 1 est irreductible.

Démonstration :

Exercice : Le polynôme X2 + 1 est il irreductible dans R[X] ? C[X] ?

Remarque : La notion d'irreductibilité dépend donc de \K.

5.2 Factorisation dans C[X]

Proposition : Les irreductibles de C[X] sont de degré 1.

Démonstration :

Proposition : Soit P un polynôme de C[X] non constant. On note α1, ..., αp ses racines d'ordre respectif r1, ...rp.
On a alors :

P (X) = λ
p

Π
k=0

(X − αk)rk

où λ est le coe�cient dominant de P .

Démonstration :

Remarque : Ainsi tout polynôme est scindé sur C.
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Corollaire : Si a1, ..., ap sont les racines d'ordre respectif r1, ..., rp d'un polynôme A ∈ C[X]. Soit P ∈ C[X],
alors :
A | P si et seulement si a1, ..., ap sont des racines de P d'ordre respectif supérieur à r1, ..., rp.

Démonstration :

5.3 Factorisation dans R[X]

Proposition : Les polynômes irreductibles de R[X] sont :

• Les polynômes de degré 1.

• Les polynômes de degré 2 sans racine réelle.

Démonstration :

Proposition : Tout polynôme P ∈ R[X] peut s'écrire :

P (X) = λ
p

Π
k=0

(X − ak)rk
m

Π
k=0

(X2 + bkX − ck)tk

où λ est le coe�cient dominant de P , ak les racines de P d'ordre rk et b2k − 4ck < 0.
On a donc décomposé P en produit d'irréductibles de R[X].

Démonstration :
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Exemple :

Exercice : Décomposer X8 − 1 en produit d'irreductibles dans R[X].
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