
Lycée La Prat's PTSI

Chapitre 2 : Fonctions usuelles

Ce chapitre constitue un catalogue de fonctions dont l'utilisation est tellement récurrente que leur maitrise est
indispensable. Certaines de ces fonctions sont déjà connues et ont été étudiées au lycée.

1 Généralités sur les fonctions

1.1 Domaine de dé�nition et graphe

Méthode : Lorsqu'on nous donne une fonction par son expression algébrique, il faut souvent déterminer son
ensemble de dé�nition. C'est à dire le plus gros sous-ensemble de R sur lequel on a le droit de calculer la fonction.
Pour se faire il faut regarder �ce que l'on a le droit de calculer ou pas�. Par exemple on véri�era :

• que le dénominateur d'une fraction ne s'annule pas,

• que ce qui est dans une racine est positif ou nul,

• que ce qui est dans un ln est strictemment positif.

On note en général Df le domaine de dé�nition de la fonction f.

Exemple : si f(x) =
√
x2−1
x−1 ln(x2 − 5)

Dé�nition : l'ensemble {(x, f(x)) | x ∈ Df} s'appelle le graphe de la fonction f .

1.2 Reduction du domaine d'étude

On nous demandera souvent de tracer le graphe d'une fonction, des arguments tels que �le graphe de la fonction est
symétrique par rapport à un axe) permettent de n'étudier la fonction que sur un domaine réduit.

Proposition : Soit f : R→ R et a ∈ R. Posons pour tout x ∈ R, g(x) = f(a− x) et h(x) = a− f(x).

1. Le graphe de g est symétrique du graphe de f par rapport à la droite d'équation x = a
2 .

2. Le graphe de h est symétrique du graphe de f par rapport à la droite d'équation y = a
2 .

Démonstration :

Exemple :
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Représenter le graphe des fonctions dé�nies pour tout x ∈ R par :

g(x) = (1− x)2 et h(x) = 1− x2
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Dé�nition : On dit qu'une fonction f est paire si ∀x ∈ Df , f(−x) = f(x). Elle est impaire si ∀x ∈ Df ,
f(−x) = −f(x).
Exemple :

Exercice : Démontrer par analyse-synthèse que toute fonction s'écrit de manière unique comme la somme d'une
fonction paire et d'une fonction impaire.

Proposition : Soit f : R→ R une fonction.

• Si f est paire sa courbe représentative est symétrique par rapport à l'axe des ordonnées.

• Si f est impaire sa courbe représentative est symétrique par rapport à l'origine du repère.

Démonstration :
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Dé�nition : On dit qu'une fonction f est périodique de période T si ∀x ∈ Df tel que x+T ∈ Df , f(x) = f(x+T ).

Remarque : Si une fonction admet T pour période alors elle admet automatiquement 2T pour période car

f(x+ 2T ) = f(x+ T + T ) = f(x+ T ) = f(x)

Une fonction périodique a donc une in�nité de périodes. Quand on parle de la période d'une fonction, il s'agit de
la plus petite période possible si elle existe.

Exemple :

Proposition : Si f est périodique de période T alors ∀k ∈ Z, la courbe représentative de f est invariante par
translation de vecteur (kT, 0).

Démonstration :

Proposition : Soit f : R→ R et a ∈ R. On pose ∀x ∈ R, g(x) = f(x− a) et h(x) = f(x)− a.

1. La courbe représentative de g se déduit de celle de f par traslation de vecteur (a, 0).

2. La courbe représentative de h se déduit de celle de f par traslation de vecteur (0,−a).
Démonstration :

Exemple :

Tracer les courbes représentatives des fonctions dé�nies ∀x ∈ R par g(x) = (x− 2)2 et h(x) = x2 − 2.
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1.3 Monotonie, fonctions bornées

Dé�nition : Une fonction f est dite croissante si ∀(x, y) ∈ Df avec x ≤ y, on a f(x) ≤ f(y). Elle est dite
décroissante si ∀(x, y) ∈ Df avec x ≤ y, on a f(x) ≥ f(y).
Une fonction monotone est une fonction croissante ou décroissante.

Proposition : Soient (f, g) ∈ F(R,R) monotones. Alors f ◦ g est monotone.

Démonstration :

Dé�nition : Soit f : R→ R.

1. Si ∃M ∈ R : ∀x ∈ R, f(x) ≤M , on dit que f est majorée.

2. Si ∃m ∈ R : ∀x ∈ R, f(x) ≥ m, on dit que f est minorée.

3. Si ∃M ∈ R : ∀x ∈ R, | f(x) |≤M , on dit que f est bornée. Ca équivaut à minorée et majorée.

Graphiquement, une fonction est majorée si son graphe se trouve au dessous d'une droite horizontale et minorée si
il se trouve au dessus.
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Dé�nition : Soit f : R→ R.

1. Si il existe a ∈ R tel que ∀x ∈ R, f(x) ≤ f(a), on dit que f admet f(a) comme maximum atteint en a.

2. Si il existe a ∈ R tel que ∀x ∈ R, f(x) ≥ f(a), on dit que f admet f(a) comme minimum atteint en a.

Exemple :

1.4 Dérivée et étude de fonctions

Cette section est constituée essentiellement de rappels du lycée.

Dé�nition : Soit I un intervalle et f : I → R.

1. Soit x ∈ I et h ∈ R∗ tel que x + h ∈ I. Si f(x+h)−f(x)h admet une limite lorsque h → 0, on dit que f est

dérivable en x et on note f ′(x) = lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h .

2. On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en x pour tout x ∈ I. On note alors f ′ : I → R la fonction
dérivée de f .

Exemple : La fonction
R+ → R
x 7→

√
x

en a > 0 et en 0.
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Proposition : Soit I un intervalle et f : I → R.

1. Si f est dérivable sur I et f ′(x) ≥ 0 pour tout x ∈ I alors f est croissante sur I.

2. Si f est dérivable sur I et f ′(x) ≤ 0 pour tout x ∈ I alors f est décroissante sur I.

Dé�nition : Soit f : I → R une fonction dérivable en a ∈ I. La tangente à la courbe représentative de f au
point (a, f(a)) est la droite d'équation :

y = f ′(a)(x− a) + f(a).

Exemple : Soit f : R → R dé�nie par f(x) = x2. La tangente a la courbe de f au point d'abscisse 1 a pour
équation :

Proposition : Soient f et g deux fonctions dérivables sur I ⊂ R. Soient λ et µ deux réels. On a les résultats
suivants :

1. La fonction λf + µg est dérivable sur I et (λf + µg)'=λf ′ + µg′.

2. La fonction fg est dérivable sur I et (fg)'=f ′g + g′f .

Démonstration :

Proposion : Soient f : I → J et g : J → R deux fonctions dérivables. Alors g ◦ f est dérivable sur I et pour tout
x ∈ I :

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x))× f ′(x).
Démonstration :
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Corollaire : Soient f : I → R dérivable et n ∈ N∗. Alors fn est dérivable et :

(fn)′ = nfn−1f ′.

La formule s'étend à n ∈ Z dès lors que f ne s'annule pas au point où on dérive.

Démonstration :

Corollaire : Soient f : I → R dérivable. Alors ef est dérivable et :

(ef )′ = eff ′.

Si f > 0 alors ln(f) est dérivable et :

(ln(f))′ =
f ′

f
.

Dé�nition : Soit f : I → R une fonction dérivable alors on dé�nit f (0) = f , f (1) = f ′ et, si cela a un sens,
f (n) = (f (n−1))′.

Exemple : Si f est dé�nie sur R par f(x) = ex alors f (n)(x) =

Dé�nition : Soit f : I → R une fonction. On dit qu'elle est de classe C∞sur I si on peut calculer f (n)(x) pourtout
n ∈ N et pour tout x ∈ I.

Théorème : Soient f et g deux fonctions C∞sur R et n ∈ N. On a pour tout x ∈ R :

(fg)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k).

Démonstration :

1.5 Fonctions réciproques

Nous avons déjà vu (Cf chapitre 0) que lorsqu'une fonction f : I → J était bijective, on pouvait dé�nir une unique
fonction f−1J → I véri�ant :
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∀x ∈ I, f−1 ◦ f(x) = x et ∀x ∈ J, f ◦ f−1 = x.

Proposition : Le graphe de f est symétrique du graphe de f−1 par rapport à la droite d'équation y = x.

Démonstration :

Exemple :
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Proposition : Soit f : I → J une fonction dérivable et bijective. Soit a ∈ I. On a :

f−1 est dérivable en f(a) ⇔ f ′(a) 6= 0.

Dans ce cas, si on note b = f(a), alors :

(f−1)′(b) =
1

f ′(a)
=

1

f ′(f−1(b))
.

Démonstration :
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Exemple : exp : R→ R∗+

1.6 Fonctions complexes

Dé�nition : Une fonction complexe à variable rélle est une fonction f : R→ C. C'est donc une fonction qui pour
tout x ∈ R s'écrit f(x) = g(x) + ih(x). La fonction g est la partie réelle de la fonction f et la fonction h sa partie
imaginaire. f est dérivable si g et h sont dérivables et pour tout x ∈ I, f ′(x) = g′(x) + ih′(x).

Exemple : La fonction f : R→ U dé�nie par f(x) = eix est une fonction réelle à valeur complexe. Sa partie réelle,
imaginaire et dérivée sont :

Tous les résultats que l'on a vu se généralisent s'ils ont un sens aux fonctions f : R → C. En particulier on a le
résultat suivant :

Proposition : Soit φ : R→ R dérivable. Alors eiφ : R→ C est une fonction dérivable et :

(eiφ)′ = iφ′eiφ.

Démonstration :

Exemple : si f : R→ C est dé�nie par f(x) = eix
2

:
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2 Les fonctions ln et exp

2.1 La fonction ln

Dé�nition : La fonction ln : R∗+ → R est l'unique primitive de x 7→ 1
x sur ]0,+∞[ qui s'annule en 1.

Propriétés :

1. ∀(x, y) ∈ R∗+, ln(xy) = ln(x) + ln(y).

2. ∀(x, y) ∈ (R∗+)2, ln( 1x ) = − ln(x) et ln(xy ) = ln(x)− ln(y) et ln(xn) = n ln(x).

3. La fonction ln est strictement croissante sur R∗+.

4. lim
x→0

ln(x) = −∞ et lim
x→+∞

ln(x) = +∞.

5. Il existe un unique réel que l'on note e qui véri�e ln(e) = 1. De plus e ≈ 2.72.

Démonstration :

Exercice : Dériver la fonction f :
]− 2, 1[ → R

x 7→ ln(x+2
1−x )
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Dé�nition : On dé�nit la fonction logarithme en base 10 et on note log10 la fonction :

log10 :
R∗+ → R
x 7→ ln(x)

ln(10)

Remarque : Le logarithme en base 10 est utilisé pour calculer le pH d'une solution, en e�et pH = − log10([H
+])

Proposition : La fonction log10 véri�e les mêmes propriétés énoncées ci-dessus que ln sauf que log10(10) = 1 au
lieu de ln(e) = 1.

Démonstration :

2.2 La fonction exp

Dé�nition : La fonction exp : R→ R∗+ est dé�nie comme la bijection réciproque de la fonction ln sur R∗+.

Propriétés :

1. La fonction exponentielle est strictement croissante et ∀x ∈ R, ex > 0.

2. lim
x→−∞

exp(x) = 0 et lim
x→+∞

exp(x) = +∞.

3. ∀(x, y) ∈ R2, exp(x+ y) = exp(x) exp(y).

4. ∀(x, y) ∈ R2, exp(x− y) = exp(x)
exp(y) .

5. exp(nx) = exp(x)n.

Graphe :
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Proposition : On a e0 = 1 et de plus exp est dérivable et exp′ = exp.
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Démonstration :

3 Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique

Dé�nition : Sur R on dé�nit les fonctions ch et sh par :

ch(x) = ex+e−x

2 et sh(x) = ex−e−x

2

Remarque : Avec l'exercice de première partie on voit que ch est la partie paire de l'exponentielle tandis que sh
est la partie impaire de l'exponentielle.

Proposition : Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R, de plus :

ch′ = sh et sh′ = ch.

Démonstration :

On peut alors donner le tableau de variation des fonctions ch et sh :
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Proposition : Pour tout t ∈ R, on a les formules suivantes :

et = ch(t) + sh(t), e−t = ch(t)− sh(t), ch2(t)− sh2(t) = 1.

Démonstration :

4 Fonctions puissances et croissances comparées

4.1 puissances

Dé�nition : Soit x ∈ R∗+ et a ∈ R, on dé�nit xa = ea ln(x). La fonction :

pa :
R∗+ → R
x 7→ xa

est appelée fonction puissance a.

Remarque : si a ∈ Z ou a = 1
2 cela correspond aux puissances telles qu'on les connait déjà.

Propriétés : Soit (x, y) ∈ (R∗+)2 et (a, b) ∈ R2, on a :

(xy)a = xaya, xa+b = xaxb, (xa)b = xab .

Démonstration :
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Proposition : ∀a ∈ R, la fonction pa est dérivable sur R∗+ et p′a = apa−1.

Démonstration :

Proposition :

1. Dans le cas où a > 0, on peut prolonger pa en 0 par une fonction continue.

2. Dans le cas où a ≥ 1, ce prolongement est dérivablea en 0.

aà droite

Démonstration :

Les fonctions puissances ont le tableau de variation suivant :

• Si a > 0 • Si a < 0

4.2 Croissances comparées

Comme au lycée, nous allons voir que les exponentielles sont �plus fortes� que les puissances qui sont �plus fortes�
que les logarithmes.

Proposition :

lim
x→+∞

ln(x)
x = 0 et lim

x→0
(x ln(x)) = 0

Démonstration :

14



Lycée La Prat's PTSI

Corollaire : Soient (a, b) ∈ (R∗+)2, on a :

lim
x→+∞

(ln(x))a

xb = 0 et lim
x→0

(xa | ln(x) |b) = 0

Démonstration :

Corollaire : Soient (a, b) ∈ (R∗)2, on a :

lim
x→+∞

( exp(ax)
xb

)
= +∞ et lim

x→−∞
(exp(ax) | x |b) = 0

Démonstration :

5 Fonctions circulaires et circulaires réciproques

5.1 cos, sin, tan

Dé�nition : On considère le cercle de centre (0, 0) et de rayon 1. On enroule à partir du point (0, 1) une corde
de longueur x ∈ R autour du cercle. L'extrémité de la corde se trouve en un point dont les coordonnées sont
(cos(x),sin(x)).
On dé�nit ainsi les fonctions :

cos :
R → R
x 7→ cos(x)

et sin :
R → R
x 7→ sin(x)

Dé�nition : ∀x ∈ R \ {x ∈ R | x = π
2 + kπ avec z ∈ Z}, on pose :

tan(x) =
sin(x)

cos(x)
.

Visuellement :
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Lemme : On a lim
x→0

( sin(x)
x

)
= 1 et lim

x→0

( cos(x)−1
x

)
= 0

Démonstration : (géométriquement)

Proposition : sin et cos sont dérivable sur R et de plus :

sin′ = cos et cos′ = − sin

Démonstration :

Corollaire : ∀x ∈ R \{x ∈ R | x = π
2 + kπ avec z ∈ Z},

tan′ = 1 + tan2 =
1

cos2
.

Démonstration :

5.2 Fonction Arctan

Dé�nition : La fonction tan est continue et stricement croissante sur ] − π
2 ,

π
2 [, elle dé�nit une bijection de

]− π
2 ,

π
2 [ sur R. On appelle fonction Arc-tangeante et on note arctan : R→]− π

2 ,
π
2 [ sa bijection réciproque.

Variations : Les tableaux de variation des fonction tan et arctan sont :
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Graphiquement :
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Exercice : Déterminer arctan(1), arctan( 1√
3
), arctan(−

√
3) et arctan(tan(π)).

Remarque :

1. ∀x ∈ R, tan(arctan(x)) = x.

2. Attention arctan(tan(x)) n'est pas toujours égal à x (voir exercice).

Proposition : La fonction arctan est dérivable sur R et ∀x ∈ R,

arctan′(x) =
1

1 + x2
.

Démonstration :
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5.3 Fonction arcsin

Dé�nition : La fonction sin est continue et strictement croissante sur [−π2 ,
π
2 ]. C'est donc une bijection de

[−π2 ,
π
2 ] vers [−1, 1]. On appelle fonction Arc-sinus et on note arcsin : [−1, 1]→ [−π2 ,

π
2 ] sa bijection réciproque.

Exercice : Calculer arcsin(0), arcsin(1), arcsin(− 1
2 ) et arcsin(sin(π)).

Remarque :

1. arcsin(sin(x)) est dé�nie ∀x ∈ R mais ne vaut x que si x ∈ [−π2 ,
π
2 ].

2. sin(arcsin(x)) = x tout le temps mais n'est dé�ni que pour x ∈ [−1, 1].

Proposition : La fonction arcsin est dérivable sur ]− 1, 1[ et ∀x ∈]− 1, 1[,

arcsin′(x) =
1√

1− x2
.

Démonstration :

Remarque : On fera attention qu'en −1 et en 1, la fonction arcsin n'est pas dérivable.

Graphiquement :
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5.4 Fonction arccos

Dé�nition : La fonction cos est continue et strictement décroissante sur [0, π]. C'est donc une bijection de [0, π]
vers [−1, 1]. On appelle fonction Arc-sinus et on note arccos : [−1, 1]→ [0, π] sa bijection réciproque.

Exercice : Calculer arccos(0), arccos(1), arccos(− 1
2 ) et arccos(cos(2π)).

Remarque :

1. arccos(cos(x)) est dé�nie ∀x ∈ R mais ne vaut x que si x ∈ [0, π].

2. cos(arccos(x)) = x tout le temps mais n'est dé�ni que pour x ∈ [−1, 1].

Proposition : La fonction arccos est dérivable sur ]− 1, 1[ et ∀x ∈]− 1, 1[,

arccos′(x) =
−1√
1− x2

.

Démonstration :
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Remarque : on fera attention qu'en −1 et en 1, la fonction arccos n'est pas dérivable.

Graphiquement :
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