Chapitre 3 : Primitives et calculs d’intégrales.

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R contenant au moins deux points.

1 Calcul de primitives

’Déﬁnition : Soit f une fonction définie sur I, une primitive de f sur I est une fonction F telle que F' = f.

Exemple : La fonction définie sur R par f(z) = ”:2—2 est une primitive sur R de la fonction :

Proposition : Soit f une fonction définie sur I et F' une primitive de f sur I. L’ensemble des primitives de f
sur [ est :

{F+C|CeR}.

Cela veut dire que deux primitives d’'une méme fonction différent d’une constante.

Démonstration :

On admet qu’une fonction est constante sur I < sa dérivée est nulle.

Exemple :

La fonction f définie sur R par f(z) = % + 12 est toujours une primitive de la fonction
De plus ’ensemble des primitives de cette fonction est :

Les primitives suivantes sont & savoir :



Fonction Primitive Intervalle
AT

neN x—2z" T T R

neN\{1} z— L% T Gt R*

T x—In(|z ) R*

x — exp(z) x — exp(x) R

z — In(x) z—zln(z) —z R%

x +— ch(x) x +— sh(x) R

x — sh(x) x +— ch(x) R

x +— cos(z) x +— sin(z) R

x > sin(x) x +— —cos(x) R

x — tan(z) = —In(Jcos(z) |) | R\ {5 +kr|kecZ}

T H% x — Arctan(zx) R

x> L_Tz x — Arcsin(z) ] —1;1]

x> 1__1962 x — Arccos(z) ] —1,1]

T /T x> % R

T ij_aQ T %Arctan% R

Exercice : Déterminer les primitives sur R de la fonction définie par :

f(z) = 3 cos(x).

Proposition : Soient f et g deux fonctions définies sur I. Soient F' et G les primitives de f et g sur I. Soient A
et u deux réels (ou complexes). Alors :

AF + pG est une primitive de Af + ug.

Démonstration :

Proposition : Soit u une fonction dérivable sur I et & valeur dans un intervalle J. Soit f une fonction dérivable
sur J. Alors :

f ou est une primitive de u’ x (f ou).

Démonstration :




Conséquences : Soit u une fonction dérivable sur I. On a :

e Une primitive sur I de u'e® est e.

un+1
n+1 "

e Soit n € N. Une primitive de v'u™ sur I est
e Si u ne s’annule pas sur I, une primitive de %’ sur I est In(| u |).

e Soit n € N\ {1}. Si u ne s’annule pas sur I, une primitive de :j—; sur I est = L

Tn)un—T°
e Une primitive de 1_:_‘;2 est Arctan(u).
Exemple :
e Trouver une primitive sur R de la fonction définie par f(z) = 2ze=*".
e Trouver une primitive sur R%. de la fonction définie par f(z) = L 1In(z)3.
o . PP 3341
e Trouver une primitive sur R de la fonction définie par f(x) = zgil.
e Trouver une primitive sur R de la fonction définie par f(x) = (xfﬁ
Méthode : Il faut savoir trouver une primitive de toute fonction de la forme x m.

de cette forme.

e Si on a une racine double : f(z) = (m—la)2'

Soit, f une fonction



e Sion a deux racines simples : f(z) = m

e S’il n’y a aucune racine réelle : f(z) = m (forme canonique).

Exercice :

Déterminer les primitives de la fonction f (sur un ensemble de taille maximale) vérifiant f(x) = ﬁr—&-?
Déterminer les primitives de la fonction f (sur un ensemble de taille maximalF) vérifiant f(x) = m.
Déterminer les primitives de la fonction f (sur un ensemble de taille maximale) vérifiant f(z) = ﬁ



2 Existence théorique de primitives

Nous avons déja vu que la recherche de primitives est fondamentalement liée au calcul d’intégrales. Tout est lié par
le théoréme suivant :

Théoréme fondamental de ’analyse : Soit f une fonction continue sur I. Soit a €I. La fonction :

I — R
¢ o [f)dt

est la primitive de f sur I qui s’annule au point a.

Démonstration :
(admis)

Exemples :

R — R
1. La fonction F : N } % dt est la primitive de la fonction sur qui s’annule en
c’est donc la fonction '
R — R
2. La fonction F : s i 2 est la primitive de la fonction sur qui s’annule en : clest
0

donc la fonction

Conséquences :

e Toutes les primitives de f sont de la forme z — [ f(t)dt + C avec C € R.

a

b
e Si F est une primitive de f sur I alors [f(t)dt = F(b) — F(a). On note F(b) — F(a) = [F]5.

Démonstration :

Définition : Soit f une fonction définie sur I. Si f est dérivable et que f’ est continue alors on dit que [ est de
classe C. On note C!(R,R) I'ensemble des fonctions de classe C! de R a valeur dans R.

b
Remarque : si f est de classe C', on peut écrire que [ f/(t)dt = f(b) — f(a).

a

3 Meéthodes de calcul

Nous allons voir deux méthodes INDISPENSABLES au calcul d’intégrales (et donc recherche de primitives) un peu
sophistiquées.



3.1 Intégration par parties (L.P.P.)

Cette méthode n’a rien de compliqué et est basée sur la formule (uv)’ = v'v 4+ uwv’.

Théoréme (IPP) : Soient u et v deux fonctions de classe C* définie sur I. Soient (a,b) € I2.

b

b
/u’(t)v(t)dt = [w)’ — /u(t)v’(t)dt.

a

Démonstration :

Exemples :

e Trouver une primitive sur R de la fonction f définie par :

f(z) = ze®.

e Trouver une primitive sur R de la fonction g définie par :

g(x) = x%e”.

e Trouver une primitive sur R* de la fonction In



Remarque : Cette formule s’utilise dans le cas ot lorsqu’on dérive une des deux fonction on obtient une expression
plus simple (cf exemple 3) ou pour réduire une puissance (cf exemple 1 et 2).

3.2 Changement de variable

Comme pour les changement d’indices et les changement d’inconnues, certaines intégrales se calculent mieux quand
on change la variable d’intégration. Seulement ce n’est pas aussi simple qu’auparavant et on a un théoréme a utiliser
scrupuleusement. Il est basé sur la formule (vou) = (v ou) x u'.

Théoréme (changement de variable) : Soit f une fonction continue sur I et ¢ une fonction de classe C! de
J dans un intervalle /. Alors :

b #(b)

/ F(6(w) x ¢ (u)du = / Ft)dt.
(a)

a

©

Démonstration :

Cette formule est bien entendu & savoir appliquer dans des cas concrets !
Exemple :

3
e Calculer [ sin?(u)cos(u)du
0

2
e Calculer [zv4— z2dx
2



Corollaire : Soient I et J deux intervalles de R contenant au moins deux points, f une fonction continue sur J
et ¢ une bijection de classe C! de I & valeurs dans J. On a :

b ¢ (b)
/ fwdt= [ (o) (u)du
a -1 (a)

Démonstration :

Immeédiat avec le théoréme précédent

Remarque : On dit alors qu’on effectue le changement de variable ¢ = ¢(u). Dés lors dt = ¢'(u)du, lorsque t = a,
u = ¢ (a) et lorsque t = b, u = ¢~ 1(b).

Exemple :

1
3

e Calculer [ /1 — ¢2dt.
2

e Calculer | .1(9)d9.
I



Régles de Bioche (hors programme mais indispensable) :

e Quand les utiliser 7

Lorsque l'on a un quotient de polynomes en sin(z) et cos(z) (mémes mélangés).
e Est-ce que ¢a marche a tous les coups 7

Oui !

e Comment ca marche ?

b
Admettons que l'on cherche [F(cos(z),sin(z))dz.

1. On commence par poser w(z) = F(cos(x),sin(z))dz.
2. e Siw(—z)=w(z),
e Siw(m— ) =w(x), on pose u = sin(x).
(z

o Siw(m+a)=

on pose u = cos(x).

), on pose u = tan(z).

C’est facile a retenir car cos(—x) = cos(x), sin(m — x) = sin(z) et tan(m + z) = tan(x).

3. Si aucun ne marche on pose u = tan(
extrémement calculatoire.

Zz
2

) qui lui marchera a tous les coups (méme les précédents) mais est

Exemple :

4 .3
Calculer Olj_?ois(f()x)d:r.



