Lycée La Prat’s PTSI

Chapitre 5 : Systémes linéaires et matrices

Le but de ce chapitre est d’apprendre & resoudre & la main des systémes d’équations avec n inconnues ou n € N est
quelconque. Dans tout le chapitre K désigne R ou C.

1 Systémes linéaires

1.1 Exemple des systémes a deux équations mais trois inconnues

Dans cette section, on cherche a résoudre des systémes de cette forme :

ax +by+cz=g
dr+ey+ fz=nh

ot (a,b,c,d, e, f,g,h) € K®et ot z, y et 2 sont les inconnues du systéme d’équations. On cherche donc trois nombres
de K vérifiant a la fois la premiére et la seconde équation.

Interprétation géométrique :

Si a, b et ¢ sont non tous nuls alors ax + by + cz = g est ’équation d’un plan. De méme pour d, e et f. Il y a donc
trois possibilités :

e Les deux plans sont confondus. (infinité de solutions)

e Les deux plans se coupent en une droite. (infinité de solutions)

e Les deux plans sont paralléles non-confondus. (pas de solution, le systéme est dit incompatible)

Exemple :
Résoudre sur R le systéme suivant :

r+y+z=1
2v 4+ 3y + 42 =12
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1.2 Cas général : systémes de n équations et p inconnues

On considére le systéme suivant :

ai,1%1 + ...+ a1,pTp = b1
(5)
Op 11+ oo + GppTp = by
ot (a1,1;..,an,p) € K™ et (b1,...,b,) € K" sont fixés et ot (z1,...,x,) sont les inconues.

Définition :

o Les a; ; sont les coefficients du systéme.

Le systéme est dit homogéne si b; = ... = b, = 0.

e Si on remplace by, ..., b, par 0, on obtient le systéme homogeéne associé au systéme (5).

Une solution est un p-uplet (z1, ..., x,) € KP vérifiant les n équations du systéme.
e Sin =p (autant d’inconnues que d’équations) on dit que le systéme est carré.

e S’il n’y a aucune solution, le systéme est dit incompatible.

Exemple :
T1+Tot+r3+T4=1
On considére le systéme < x1 + 229 + 23 + 24 = 10
T, + x9 + 223 + 2204 = 12

Proposition : Si (1, ...zp) est une solution du systéme (S) et que Sy désigne I’ensemble des solutions du systéme
homogeéne associé, alors I’ensemble des solutions du systéme est :

{(Il + hl, vy Tp + hp) | (hh 7hp) S SO}

Démonstration :

Remarque : siz = (21,...,2p) et y = (1, ..., Yp) sont deux p-uplets, que a et 8 sont deux éléments de K, on définit

ax + By = (axy + By, ..., oy + Byp).
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1.3 Systémes triangulaires

Définition : Un systéme triangulaire est un systéme carré de la forme :

1,121 —+ a1,2%2 + .. + a1,nTn = bl
a22T2 + ... + A2aT, = b
Anndn = bn

Mathématiquement parlant, on écrit que a; ; = 0 dés que 7 > j.
Les coefficients a; ; sont appelés coeflicients diagonaux.

Exemple :
r+y+z=2
2y+32=3
4z =4

Comme on vient de le voir les systémes triangulaires sont faciles & résoudre.

Proposition : Un systéme triangulaire dont les coefficients diagonaux sont tous non nul a une unique solution.

Démonstration :

1.4 Opérations sur les lignes d’un systéme
On appelle opération élémentaire sur les lignes 'une des trois opérations :

e Echange de deux lignes : L; <+ Lj

e Multiplication d’une ligne par un nombre non nul : si a € K* : L; « aL;.
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e Combinaison de deux lignes : sia« € Ket ¢ # j : L; < L; + aL;.

Proposition :
Si on note S’ le systéme obtenu & partir de S aprés plusieurs opérations élémentairess, alors on peut retrouver S
a partir de S’ en faisant un nombre fini d’opérations élémentaires.

Démonstration :

Définition : Deux systémes (S) et (S’) sont équivalents si I'on passe de I'un & l'autre par un nombre fini
d’opérations élémentaires sur les lignes.

Exemple :

Théoréme : Deux systémes équivalents ont mémes solutions.

Démonstration :

Exemple :

Faire successivement les opérations L1 <> L2, Lo < Ly — 3Lq, L3 < L3 — 2Ly, Lg < L3 — Lo.
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3 + 2y — 2z =
r + y + 2z
2 + y + z =

En déduire les solutions du systéme.

1.5 Pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss est un algorithme permettant de résoudre les systémes avec n équations et p
inconnues.

Le principe est simple :

e Il s’agit & la premiére étape d’éliminer 'inconnue z; des équations 2 & n en utilisant des combinaisons de ces
équations avec la premiére. Attention dans le cas ou la premiére équation ne contient pas x1, on ’échange
avec une ot il y est.

e A la deuxiéme étape on élimine xo des équations 3 & n sans toucher a la premiére ni a la deuxiéme ligne (si
jamais il n’y a pas de x5, on échange la ligne 2 avec une ligne ultérieure).

e Ainsi de suite ...

e On obient ainsi zp, zp_1,...,21 de proche en proche.

Sur un exemple (les inconnues sont x, y, z, et t ) :
y + 2z + 2t = 1
r + 2y + 3z + t = 2
x + 6y + 4z + 3t = 3
T + 2z 4+ 4t 4
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2 DMatrices et systémes linéaires

2.1 Simplification de 1’écriture du pivot de Gauss

Plutot que d’écrire tout le systéme comme dans I’exemple de la partie précédente, on peut juste stocker les coefficients
du systéme dans un tableau et faire des opérations sur les lignes de ce tableau.

En effet, au systéme précédent, on peut associer le tableau :

=)
OO N
N =W N
W =N

On voit que lorsque j’effectue 'opération L, <> Lo, j’obtiens un systéme dont le tableau est :

— =0
[ RN )
DN = DN W
=~ W N =

Puis lorsque j’effectue l'opérationLs <— L3 — L1, j’obtiens un systéme dont le tableau est :

_ O O =
S =N
N~ N W
= N N

Pour étre complet il faudrait ajouter I'information du second membre dans notre tableau, nous verrons cela plus
tard.

2.2 Matrices, premier contact

Définition : Une matrice & n lignes et p colonnes ou matrice de taille n x p & coefficients dans K est un tableau :

mi 1 e Map
M =
mnp1 .. Mnpp

a n lignes et p colonnes. Il contient np éléments. On écrit souvent M = (m; j)i1<j<p.
1<i<n

Remarques :

Pour parler d’un coefficient d’une matrice m; ;, on utilise deux indices, le premier se référant au numéro de
la ligne et le second au numéro de la colonne.

Deux matrices sont égales si tous leurs coefficients sont égaux.

Une matrice est carrée si elle a autant de lignes que de colonnes.

e Une matrice est triangulaire supérieure si elle est carrée et si m; ; = 0 dés que i > j.



Lycée La Prat’s PTSI

e Une matrice est dite diagonale si elle est carrée et si m; ; = 0 dés que @ # j.

e On note I,, et on appelle matrice identité la matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont égaux
al.

Définition : Deux matrices sont dites équivalentes par lignes si on passe de I'une a l'autre par une succession
d’opérations sur les lignes.

Exemple :

2.3 Matrice augmentée d’un systéme

La matrice augmentée est la matrice du systéme & laquelle on rajoute une colonne & la fin pour le second membre,
on sépare cette colonne des autres par un trait.

Reprenons ’exemple du systéme :

y + 2z + 2t 1
r + 2y + 3z + t = 2
r + 6y + 4z + 3t 3
T + 2z 4+ 4t 4
On obtient :
01 2 2 1
1 2 3 1 2
1 6 4 3 3
1 0 2 4 4

On peut faire des opérations sur les lignes avec les matrices augmentées, cela ne pose aucun souci.

2.4 Matrices échelonnées par lignes et échelonnées réduites

Définition : Une matrice est échelonnée par ligne si elle vérifie les deux propriétés suivantes :
1. Si une ligne est nulle les suivantes le sont aussi.

2. Pour chaque ligne (autre que la premiére), le premier coefficient non nul est situé a droite de celui de la ligne
précédente

Le premier coefficient non nul de chaque ligne est appelé pivot.

Exemple : Cela fait une “diagonale” en forme d’escalier
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Remarque : la matrice I,, est échelonnée par ligne.

Proposition : toute matrice est équivalente par lignes & une matrice échelonnée

Démonstration :

Définition : Une matrice échelonnée par lignes est dite échelonnée réduite si les pivots sont tous égaux a 1 et
qu’ils sont les seuls coefficients non nuls de leur colonne.

Exemple :

Proposition : Toute matrice est équivalente par lignes & une unique matrice échelonnée réduite.

Démonstration : (unicité hors programme)
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3 Résolution des systémes linéaires

3.1

Exemple 1 :

On résout le systéme :

3

Exemples détaillés

+

—4xr +

2x

y -
3y +
2y +

2z
z

3z
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Exemple 2 :

On résout le systéme :

201 4+ 3x9 + bxs 7
4ry + 2x9 + 163 = 3
21‘1 + i) + 8583 = 1.5

3.2 Cas général

Méthode : On a un systéme a résoudre. La premiére des choses est d’écrire la matrice augmentée du systéme :
ai.1 e A1p bl

)

Gn,1 - Onp by,

10
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On la met ensuite sous forme échelonnée réduite :

e On voit immédiatement que si b;., 1, ...,b;, # 0 alors le systéme est incompatible.
e Le nombre r de lignes non nulles est appelé rang du systéme.

e I, ,...,2; sont appelées inconnues principales et les autres sont appelées inconnues secondaires (ou parameétres).

Proposition : (avec les notations précédentes)

On suppose que 7 = n (pas de ligne nulle).

Si r = n = p alors le systéme a une unique solution.

Si r =n < p alors le systéme a une infinité de solutions paramétrées par les (p — r) inconnues secondaires.

Démonstration :

11
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Proposition :
Dans le cas ot 7 < n, et ot b, ,...,b;, sont tous nuls, il y a une infinité de solutions paramétrées par les (p — )
inconnues secondaires.

Démonstration :

12



