Lycée La Prat’s PTSI

Chapitre 6 : Réels et suites

1 L’ensemble des nombres réels

1.1 Propriété de la borne supérieure

Définition : Soit A C R.

e La borne supérieure de A est le plus petit des majorants de A s’il existe. On la note sup(A).

e La borne inférieure de A est le plus grand des minorants de A ¢’il existe. On la note inf(A).

Exemples :
e [0,1]
e [0,1]
o R*

Remarque : Une borne supérieure (resp. inférieure) n’est pas toujours un plus grand (resp. petit) élément tandis
qu’un plus grand (resp. petit) élément est toujours une borne supérieure (resp. inférieure).

Théoréme (R posséde la propriété de la borne supérieure) :

e Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure.

e Toute partie de R non vide et minorée admet une borne inférieure.

Démonstration : Cela ne se démontre pas mais fait partie de la construction de ’ensemble R, hors programme.

Proposition (caractérisation de la borne supérieure) :
Soit ACR et a €R. On aa=sup(A) si et seulement si :

e ¢ est un majorant de A : Vo € A, x < a.

eVe>0,dJxreA:a—€e<z

Graphiquement :

Démonstration :

Exercice : Donner la caractérisation de la borne inférieure
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Corollaire (caractérisation séquentielle de la borne supérieure) :
Soit A une partie de R non vide et majorée, on note a sa borne supérieure.
1l existe une suite d’éléments de A qui tend vers a.

Démonstration :

1.2 Intervalles de R et partie entiére

Proposition : I est un intervalle de R si et seulement si V(x,y) € I?, [x,y] C I.

Démonstration :

Proposition (R est archimédien) :
VreR,,yeRY, IneN:nz > y.

Démonstration :




Lycée La Prat’s

PTSI

n<r<n+l1.

L’entier n s’appelle partie entiére de . On note n = |z].

Proposition-définition : Soit x € R. Il existe un unique n € Z tel que :

Démonstration :

Exemple : Que valent les parties entiéres de 3.99999, 7 et —3, 2.

Remarque : LA PARTIE ENTIERE NE CORRESPOND PAS TOUJOURS AVEC LA TRONCATURE ET

ENCORE MOINS AVEC L’ARRONDI.

na <z < (n+1)a.

On a donc z = na +y avec 0 < y < a. On dit alors que z = y[a).

Proposition : Soit z € R et a € R7}. Il existe un unique n € Z tel que :

Démonstration :

Exemple : on a déja vu le modulo 27 :

1.3 Approximation par des décimaux

Proposition : Soit x € R et n € N. Le nombre d,, = Ulo(;:” vérifie :

1
dn§x<d7L+W-

Ce nombre est I’approximation décimale de = & 10" prés.
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Démonstration :

Exemple explicatif : avec x = 7 ~ 3,14159265.

2 Généralités sur les suites

2.1 Rappels

Rappels :

e Une suite est une famille de réels indexée par N.

e On note (u,) ou u pour une suite et u, pour le n°"¢ terme de la suite.

On dit aussi que u,, est le terme général de la suite (uy,).

On dit que (u,,) est constante si Vn € N, w11 = uy,.

La suite (u,,) est stationnaire si elle est constante & partir d’un certain rang :
dp e N:Vn > p,u, = up.
Opérations : Soient u et v sont deux suites réelles.

e u + v est la suite définie pour tout n € N par (u+ v),, = uy + v,.
e wv est la suite définie pour tout n € N par (uv),, = u,vy,.

e Si (o, B) € R%, au + Bv est la suite définie pour tout n € N par (au + Bv), = au, + Bv,.

2.2 suites et ordre

Définition : Soit (u,) une suite réelle.
o (uy) est majorée si IM € R:Vn e N, u,, < M.
o (uy) est minorée si Im € R:Vn € N, u,, > m.

o (uy) est bornée si elle est minorée et majorée, c’est a dire, IM € R:Vn € N, | u,, |< M.

Explication :
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Exemple :

Définition : Soit (u,) une suite. On dit que :

e (u,) est croissante si Vn € N; uy, < upy1.

e (u,) est strictement croissante si Vn € N, u,, < tp41.

u,) est strictement décroissante si Vn € Nj uy, > upy1.

(un)

(un)
o (uy) est décroissante si Vn € N, w, > tUp41-
. (un)

Une suite est monotone (resp. strictement monotone) si elle est croissante ou décroissante (resp. strictement
croissante ou strictement décroissante).

Exemples :

2.3 Suites extraites

Définition : Soit (u,) une suite réelle et ¢ : N — N une application strictement croissante. On définit v,, = ug(y).
On dit alors que v est une suite extraite de wu.

Explication : L’application ¢ strictement croissante est juste une application qui sélectionne certains indices, par
exemple ¢(n) = n?.

Exemples :
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3 Limite d’une suite

3.1 Suites convergentes

Définition : Soit (u,) une suite réelle et [ € R. On dit que (u,) tend (ou converge) vers [ si :

Ve>0,IN eN:Vn> N, |u, —|<e.

Une telle suite est dite convergente, si une suite n’est pas convergente alors elle est divergente.

Interprétation graphique :

Exemples :

* ()

o (a™) aveca <1

Remarque : Il est immédiat qu’une suite (u,) tend vers [ si et seulement si la suite (u,, — ) tend vers 0.
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Proposition (unicité de la limite) : Soit (u,) une suite.
Si Uy — ll et u, — l2 alors ll = 12.

Démonstration :

Proposition : Soit (u,) une suite, et [ € R. S’il existe une suite (v,,) convergent veres 0 et telle que :

‘un_l‘gvn7

alors (u,,) tend vers [.

Démonstration :

3.2 Propriétés des suites convergentes

Proposition : Toute suite convergente est bornée.

Démonstration :

Exemples :

e La suite (n) n’est pas convergente
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Proposition : Si (u,) est une suite qui converge vers [ € R et si m < [ alors w,, est minorée par m & partir
certain rang.

Démonstration :

Remarque : L’inégalité m < [ est obligatoire.
Exercice : Pourquoi ?

Exercice : Ecrire et démontrer une proposition analogue dont la conclusion sera que la suite est majorée a partir
d’un certain rang.

3.3 Suite tendant vers l’infini

Définition : Soit (u,,) une suite réelle.
e (uy) tend vers 400 si VA >0,IN €N:n > N = u, > A.
o (uy,) tend vers —co siVA<0,IN e N:n > N = u, < A.

On note u,, - oo ou lim u, = *oo.
n—4+oo

Exemples :
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Remarque : la suite (u,) tend vers —oco si et seulement si (—u,) tend vers +oc.
Remarque : si une suite (u,) tend vers oo alors (| u, |) tend vers +oc.

Exercice : Que dire de la réciproque ?

3.4 Limites et suites extraites

Proposition : Si ¢ : N — N est strictement croissante alors Vn € N, ¢(n) > n.

Démonstration :

Proposition : Si (u,) tend vers une limite [ € R alors toute suite extraite de u tend aussi vers [.

Démonstration :

Remarque : En pratique, ce résultat peut servir & montrer qu’une suite n’est pas convergente.

Exercice :

e Montrer que ((—1)™) n’admet pas de limite.

e Montrer que (cos("")) n’admet pas de limite

Proposition : si (u,) est telle que les deux suites extraites (uon) et (usn41) convergent vers une méme limite
I € R alors (u,) converge vers .

Démonstration :
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4 Opérations sur les limites

Proposition : Si (u,) est une suite réelle telle que u,, — | € R alors :

| un |2 1]

Démonstration :

Proposition : Le produit d’une suite bornée et d’une suite convergeant vers 0 est une suite convergeant vers 0.

Démonstration :

Lemme : La somme de deux suites convergeant vers 0 est une suite convergeant vers 0.

Démonstration :

Proposition :
Soient (u,) et (v,) deux suites convergeant respectivement vers Iy et ly. Soient («, 3) € R2.
La suite (au, + Sv,) est convergeante et sa limite est aly + Slo.

Démonstration :

10



Lycée La Prat’s PTSI

Proposition : Soit (u,) une suite tendant vers +oo.

e Si (v,) est une suite bornée alors u,, + v, — +o0.

e Si (v,) est une suite minorée par un réel strictement positif alors u,v, — +oo.

Démonstration :

Remarque : On ne peut a priori rien dire de :

e la somme d’une suite tendant vers +oo et d’une suite tendant vers —oo (on factorisera par “le gros”).

e le produit d’une suite tendant vers +oo et d’une suite tendant vers 0 (souvent une croissance comparée nous
donnera le résultat).

Proposition : Soit (u,) une suite tendant vers [ # 0 ;

Alors (uy,) est non nulle & partir d’un certain rang et la suite (i) (définie & partir d’un certain rang) tend vers 7.

Démonstration :

Proposition : Soit (u,) une suite tendant vers +oo;
Alors (uy,) est non nulle & partir d’un certain rang et la suite (-1-) tend vers 0.

n

Démonstration :

11
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Proposition : Soit (u,) une suite tendant vers 0 et dont tous les termes sont strictement positifs & partir d’un
certain rang.
Alors (uy,) est non nulle & partir d’un certain rang et la suite ( 1n) tend vers +oo.

u

Démonstration :

Exercice : Trouver un contre exemple & la proposition précédente dans le cas ou les termes de la suite ne sont pas
strictement positifs & partir d’un certain rang

Théoréme (passage i la limite dans une inégalité) : Soient u et v deux suites convergentes vérifiant Vn € N,
Up < Un. Alors :

lim u,, < limwv,,.

Démonstration :

Remarque : Le théoréme précédent n’est pas vrai avec des ingalités strictes

Exercice : Trouver un contre-exemple.

12
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5 Existance théorique de limites

Théoréme (passage a la limite dans un encadrement/gendarmes) : Soient (u,), (v,) et (wy) trois suites
réelles vérifiant pour tout n € N :

Uy < Uy < Wy

Si u et v tendent vers une meme limite [ € R alors (v,,) est convergente et [ est aussi sa limite.

Démonstration :

Proposition : Soient (u,) et (v,) deux suites telles que pour tout n € N, u,, < v,,.

e Si u,, — +oo alors v,, — +oo.

e Si v, — —oco alors u,, — —oo.

Démonstration :

Théoréme : Soit (u,) une suite croissante. Il y a deux possibilités :

e si (u,) est majorée alors (u,) est convergente,

e si non elle tend vers +oo.

Démonstration :

13
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Exercice : Enoncer un théoréme analogue pour les suites décroissantes :

Définition : Deux suites sont dites adjacentes si une est croissante, ’autre décroissante, et si leur différence tend
vers 0.

Graphiquement :

Exemple :

Théoréme : Si deux suites sont adjacentes alors elles convergent vers une limite commune.

Démonstration :

14
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6 Suites complexes

6.1 Deéfinitions et suites bornées

Définition : Une suite complexe est une suite a valeurs complexes. Si u est une suite complexe,
e Re(u) désigne sa partie réelle, c’est & dire la suite réelle (Re(uy,)).
e Im(u) sa partie imaginaire, c’est & dire la suite réelle (Im(u,)).
e U désigne la suite de terme général w,.

e | u| est la suite reelle (| uy, |).

Exemple :

Définition : On dit qu’une suite complexe u est bornée si la suite réelle | v | est bornée.

Exemple :

Graphiquement :

Proposition : Une suite complexe est bornée si et seulement si les suites réelles Re(u) et I'm(u) sont bornées.

Démonstration :

15
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Propostion : La somme et le produit de deux suites bornées sont bornées.

Démonstration : idem cas réel.

6.2 Suites convergentes

Définition : On dit qu’une suite u converge vers un complexe [ si :

VeeR%,AN eN:Vn > N, |u, —l|< e

Rémarque : C’est I'exacte méme définition que pour les suites réelles. I end écoule quun grand nombre de
résultats restent vrais dans le cas des suites complexes :

e unicité de la limite

e convergente = bornée

e combinaison linéaires des limites

e module d’une suite

e limite des suites extraites

e somme, produit et quotient de limites

Remarque : Les résultats ou notions de suites réelles qui ne sont pas vrais avec les suites complexes sont ceux qui
n’ont aucun sens :

e suites monotones

e tout résultat faisant intervenir < ou > (bornée, encadrement)

16
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e théoréme des gendarmes

e suites adjacentes

Proposition : Une suite complexe u est convergente si et seulement si Re(u) et Im(u) sont convergentes. On a :

lim(u) = lim(Re(u)) + i im(Im(u))

Démonstration :

Proposition : Si u est une suite complexe convergeant vers | € C alors w converge vers [.

Démonstration :

7 Suites récurrentes

7.1 Suites arithmétiques, géométriques et arithmético géométriques

Définition : Une suite arithmétique est une suite vérifiant pour tout n € N :

Up+1 = Up + 7

ou r € C est un complexe que I'on appelle raison de la suite.

Proposition : Si (u,) est une suite arithmétique de raison r,
e pour tout n € N, u,, = ug + nr.

o (uy)est divergente sauf si r = 0.

n
o soit p < n des entiers : > uy = 2L (n —p+1).
k=p

17
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Définition : Une suite géométrique est une suite vérifiant pour tout n € N :

Up+1 = qUnp

ou g € C est un complexe que 'on appelle raison de la suite.

Proposition : Si (u,) est une suite géométique de raison g,
e pour tout n € N, u,, = upq™.
e u, est convergente si et seulement si | ¢ |[< 1 ou ¢ =1 (on ne parle pas du cas trivial ug = 0).

i . n _ n—pt1
e soit p < n des entiers : > uy = upllfq-
k=p

Définition : Une suite arithmético-géométrique est une suite vérifiant pour tout n € N :

Up4+1 = AUy + b
ott (a,b) € C? et a # 1 (sinon la suite est arithmétique).

Méthode d’étude :

On cherche le point fixe de la fonction =+ ax + b. Si elle existe elle vérifie | = al +b < | = -2 (legit car a # 1)

1—a

Dés lors on étudie la suite définie pour tout n € N par :

Uy, = Uy — L.

On montre que (v,) est géométrique, on trouve son terme général puis on trouve w,, = v, + [.

Exemple : Trouver le terme général de la suite récurrente vérifiant :

up =1et upqpy =u, +2

7.2 Suites récurrentes d’ordre 1

Ce sont les suites de la forme u,+1 = f(u,) avec f : R — R. La convergence de ces suites sera étudiée plus tard,
souvent elle fait ’objet d’un probléme entier de DS ou concours. En général il faut vérifier que les suites ainsi
définies sont bien définies :

En effet on a u,4+1 = f(u,) mais il ne faut pas que la suite prenne des valeurs inerdites pour f.
Exemple :

up =0 Uns1 = f(uy) avec f définie sur R\ {1} par f(z) = 5.

r—

18
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Il faut donc montrer qu’une telle suite ne prend jamais de valeur interdite pour f. En général on cherche D C Dy
tel que f(D) C D, on dit que D est stable par f. Si on prend ug € D alors Vn € N, u,, est définie et w,, € D.

Exercice :

Montrer que la suite définie par uy = 10 et pour tout n € N, uy, 11 = u% est bien défnie et strictement positive.

Dans le cas ou f est croissante, on a le résultat suivant (trop méconnu & mon goit) :

Proposition (théoréme de Pilou-Chasse-Neige) : Soit f une fonction croissante sur R et (u,) une suite
réelle verifiant pour tout n € N, u, 11 = f(u,). Alors :

(up,) est monotone.

Pour savoir si elle est croissante ou décroissante, on compare simplement ug et uq.

Démonstration :

Exemple : Etudier la monotonie de la suite définie par u,,+1 = \/u, lorsque ug = 2 puis lorsque uy = %

7.3 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

On s’intéresse dans toute cette partie aux suites vérifiant pour tout n € N :

Up42 = QUpt1 + DUy S Upto — AUy — bu, =0

avec (a,b) € C? et b # 0.

Définition : On appelle équation caractéristique, ’équation :

X?2—aX-b=0.

Exemple :

19
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Proposition (cas complexe) :

e Si ’équation caractéristique admet deux solutions rq et ry :
Up, = ary + pry
ol « et 8 sont déterminés par un systéme connaissant les valeurs ug et u;.
e Si ’équation caractéristique admet une solution r :
Up = (a +nf)r"

oll a et B sont déterminés par un systéme connaissant les valeurs ug et uy.

Démonstration :

Proposition (cas réel) : Ici a et b sont des réels.

e Si I’équation caractéristique admet deux solutions réelles r1 et ry :
Up = ary + fry
ol « et 8 sont déterminés par un systéme connaissant les valeurs ug et u;.
e Si ’équation caractéristique admet une solution réelle r :
Up = (a +nB)r"
oll « et B sont déterminés par un systéme connaissant les valeurs ug et uy.
e Si ’équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées r1 et rq :
Uy, = p"(ccos(nd) + Bsin(nd))

ol « et B sont déterminés par un systéme connaissant les valeurs ug et up, ot p est les module des racines de
l’équation caractéristiques (qui est le méme) et ot 6 est un argument de 1 (ou ro cela changera juste a et 3).

Démonstration :

20
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Exemple : Soit (u,) une suite vérifiant :

UOZO u1:1
Up4+2 = Unt1 + Unp VneN’

Donner son terme général en fonction de n.

21



