Lycée La Prat’s PTSI

Chapitre 7 : Continuité des fonctions d’une variable
réelle

Dans tout le chapitre I désigne un intervalle non vide de R et a € R désigne un élément de I ou une borne de [
(éventuellement infinie).

1 Limite

1.1 Propriété vraie sur un voisinage de a.

’Déﬁnition : Soit P(x) un prédicat dépendant de x € I. On dit que P est vraie sur J si Vo € J, P(x) est vraie. ‘

Exemple : 22 > 0

Définition :

e Sia € I, on dit qu’une proprité est vraie au voisinage de a §’il existe un intervalle J centré autour de a telle
que la proprété est vraie sur J N I.

e On dit qu’une proprité est vraie au voisinage de +oco s’il existe un intervalle de la forme [A, +o0o[ tel que la
proprété est vraie sur I N [A, +oo].

e On dit qu’une proprité est vraie au voisinage de —oo 8’il existe un intervalle de la forme ] — co, A] tel que la
proprété est vraie sur IN] — oo, Al.

Exemple :

1.2 Limite finie

Définition : Soit f: I - Retl € R.

e On dit que f(x) tend vers | quand x tend vers +00% et on note lim f(x) =1 (ou bien f(z) = — 1) si:

T—+00 T—+00

Ve>0,3A>0:Veel,z>A=| f(z)-1|<e

e On dit que f(z) tend vers [ quand z tend vers —oo® et on note lim f(z) =1 (ou bien f(x) = — 1) si:
T—r—00 r—r—00

Ve>0,3A<0:VoeLx < A=| f(z) -1 |<e.

%on travaille dans le cas ou I n’est pas borné a droite
bon travaille dans le cas ot I n’est pas borné gauche

Interprétation graphique :
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Exemple :

Définition : Soit f: I - Reta € I et [ € R. On dit que f(x) tend vers | quand x tend vers a et on note
lim f(z) =1 (ou bien f(z) =—> 1) si:
r—a r—a

Ve>0,Ip>0:Veel,|z—al<n=|flx)-1|<e

Interprétation graphique :

Exemple :

Théoréme (unicité de la limite) : Soient [; et I3 € R. Si lim f(z) =y et lim f(x) = I3 alors [; = lo.

Démonstration :

Interprétation graphique :
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Proposition : Soit f: I — R une fonction et [ € R. S’il existe g : I — R qui tend vers 0 quand z tend vers a et
que :

| f(z) —1|< g(z) sur un voisinage de a,

alors la fonction f tend vers [ quand x tend vers a.

Démonstration :

Exemple d’utilisation :

Proposition : Soit f: I — [ une fonction et I € R. Si lim f(x) =1 alors lim | f(z) |=|1]|.
- r—a

T—a

Démonstration :

1.3 Opérations sur les limites finies

Proposition : Soit f : I — R une fonction et I € R. Si lim f(z) = alors f est bornée au voisinage de a.
- r—a

Démonstration :
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Lemme : Soit f: I — R une fonction et [ € R tels que lim f(x) =1 alors :
- r—a

e Sil > 0, la fonction est minorée par une constante positive au voisinage de a.

e Sil < 0, la fonction est majotée par une constante négative au voisinage de a.

Démonstration :

Lemme : Soit f: I — Ret g: I — R deux fonctions telles que lim f(z) =0 et limg(z) = 0.
[ ——— T—a T—a
On a liglf(:c) +g(x) =0.

Proposition : Soit f: I — R et g: I — R deux fonctions telles que lim f(x) = 0 et g est bornée au voisinage de
— &£ Tr—a
a. On a :
lim f(x)g() = 0.
Démonstration :
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Exemple : la fonction f définie sur R par f(z) = e~ cos(3z + 7).

Proposition : Soient f: I — Ret g: I — R deux fonctions et (I1,l2) € R? tels que lim flx) =1 et liglg(x) =ly.
- x a xr a
Soient (A, 1) € R%2. On a :

lim A f(x) + pg(x) = M1 + plz et lim f(z)g(z) = hila.

r—a
Démonstration :
Proposition : Soient f: I — R une fonction et [ € R* tels que lim f(x) = [ alors lim -~ = %
— r—a r—a f(z)
Démonstration :

1.4 Limites et ordre

Proposition : Soient f : I — R et g : I — R deux fonctions admettant une limite en a et telles que Vx € I,
f(z) <g(x). On a:

lim f(z) < limg(x).

r—a r—a

Démonstration :
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Remarque : Comme pour les suites, il n’y a pas de tel résultat avec des inégalités strictes.

Exercice : Trouver un contre-exemple.

Théoréme (limites sur un encadrement ou gendarmes) : Soient f: I - R, g: I — Ret h: I — R trois

fonctions telles que f et h admettent une méme limite [ en a et telles que Vz € I, f(x) < g(z) < h(x).
Alors g admet une limite en a et c’est [.

Démonstration :

1.5 Limites infinies

Définition : Soit f: I — R et a une extrémité de I.

e Sia € R. On dit que f(z) tend vers +o0 lorsque z tend vers a et on note lim f(z) = +oo (ou f(z) — +00)
T—a Tr—a
lorsque :

VA>0,9n>0:Veel:lx—a|<n= f(z)> A

e Sia = +oo. On dit que f(z) tend vers +oo lorsque = tend vers +oo et on note lim f(z) = +oo (ou

r—+o0
f(z) — +00) lorsque :
VA>0,3B>0:Vzel:x>B= f(z) > A
e Sia = —o0. On dit que f(z) tend vers +oo lorsque = tend vers —oo et on note lim f(z) = +oo (ou
T—r—00
f(z) T +00) lorsque :
VA>0,3B<0:Vzxel:x<B= f(z) > A
e On dit que f(z) tend vers —oo lorsque z tend vers a et on note liin f(z) = —o00 (ou f(x) — —00) lorsque

—f tend vers 4-oco lorsque x tend vers a.

Interprétation graphique :
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Exemple :

Exercice : Ecrire que lim f(z) = —oo avec des quantificateurs.
- Tr—ra

Propriétés : Soit f: I — R.

e Si lim f(x) = 400 alors f n’est pas majorée au voisinage de a.
r—ra

Si lim f(x) = —oo alors f n’est pas minorée au voisinage de a
r—a

Si lim f(x) = 400 alors f prend uniquement des valeurs strictement positives au voisinage de a.
Tr—a

Si lim f(x) = —oo alors f prend uniquement des valeurs strictement negatives au voisinage de a.
r—a

Si lim f(x) = oo alors f n’a pas de limite finie en a.
r—a

Proposition : Soient f: I — Ret g: I — R deux fonctions telles que f < g.

e Si lim f(x) = 400 alors liing(x) = 4o0.

Tr—a
e Si limg(x) = —oo alors lim f(z) = —o0.
T—a T—a
Démonstration :

Proposition : Soient f: ] — Ret g: I — R deux fonctions.

e Si f est minorée et lim g(z) = 400 alors lim f(x)+g(z) = +o0.
r—a

r—a
e Si f est majorée et limg(z) = —oo alors lim f(z)+g(x) = —oc.
r—=a z—a
Démonstration :
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Proposition : Soient f: I — Ret g: I — R deux fonctions. Si lim f(x) = +00 et g est minorée au voisinage de
- r—a

a par une constante strictement positive alors lim f(x)g(x) = +o0.
r—a

Démonstration :

Remarque : Dans le cas particulier o g admet une limite positive en a alors lim f(z)g(x) = +o00, si cette limite
- Tr—ra

est négative lim f(z)g(x) = —oo.
Tr—a

Proposition : Soit f: I — R une fonction.

Lo o im L —
e Si lim f(z) = +o0 alors lim 55 = 0.

e Si lim f(x) = 0 et que f est strictement positive sur un voisinage de a alors lim ﬁ = +00.
r—a

T—a

Démonstration :

1.6 Composition des limites

Théoréme : Soit f: I — J et g: J — R deux fonctions telles que :

lim f(z) = b et limg(x) = 1.
z—b

r—a

Alors :

limgo f(z) =1

T—ra

Démonstration :
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Exemple :

Théoréme : Soit f : I — R une fonction et [ € R U {—o0, 00} telle que lim f(z) =1 et (z,) une suite qui tend
- @ @ Tr—a

vers a. Alors :

(f(xy)) est une suite qui tend vers [.

Démonstration :

Exemple :

Application : Soit f : I — I une fonction, si ug € I alors on peut définir la suite (u,) par u,1 = f(uy).
Si (uy,) est convergente, que sa limite [ apparient & I et que liml f(z) existe, alors nécessairement f(I) =1. On dit
fd

que [ est un point fixe de f.

Démonstration :
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Application (version 2) : On suppose que I est un segment. Soit f : I — I une fonction continue, si ug € T
alors on peut définir la suite (u,) par up+1 = f(un).
Si (uy,) est convergente, alors sa limite [ € I et nécessairement f(1) = I.

Démonstration :

Remarque : Lorsque ’on a une suite récurrente, ces applications nous donnent des candidats pour étre une limite
de la suite. elles ne prouvent en rien que la suite converge, il faut le montrer de maniére théorique (par exemple
croissante majorée...).

Exemple : Soit 0 < ug < 1 et (u,) définie pour tout n € N par u, 1 = 2u, — u2

n:

1.7 Limite & gauche et limite a droite

Les résultats de ce paragraphe donnent un sens & la notation déja vue au lycée z — a™ ou v — a™.

Définition :

e Soit f : I — R une fonction et a un point autre que 'extrémité supérieure de I. La limite & droite de f en
a notée lim f(z) ou plus simplement lim+ f(z) est la limite de f |;n)q 400 €n @ lorsque celle ci est définie.
rra r—a

r>a

e Soit f : I — R une fonction et a un point autre que 'extrémité inférieure de I. La limite & gauche de f en

a notée lim f(x) ou plus simplement lim f(z) est la limite de f |;qj—sc,q[ €n @ lorsque celle ci est définie.
z<a r—a”

Exemple :

10
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Remarque : Une fonction qui admet une limite en a admet donc une limite & droite et & gauche en a et ces deux
limites coincident.

Contre-exemple :

e la fonction est définie en a mais n’admet pas de limite a gauche ni & droite en a.

e La fonction admet une limite & gauche et & droite en a, qui sont égales mais n’admet pas de limite en a.

1.8 Théoréme de la limite monotone

Comme pour les suites, le résultat suivant s’applique aux fonctions monotones.

Théoréme : Soit f :]Ja,b[— R (avec a et b éventuellement infinis) une fonction monotone. Alors lim f(z) et
- r—a

lin}) f(z) existent (mais peuvent étre infinies).
T—

Démonstration : (hors programme)

Exemple : In

Remarque : Le théoréme de la limite monotone, comme pour les suites, fournit 'existence d’une limite théorique
mais aucun moyen de déterminer cette limite.

2 Continuité en un point

2.1 Coninuité et limites

Proposition-définition : Si a € I et f(x) tend vers | quand x tend vers a alors | = f(a). Dans ce cas on dit
que la fonction est continue en a.

Démonstration :

Remarque : la continuité est donc une notion locale, pour étre continue au point «a il faut que pour tout ¢ > 0, le
prédicat | f(z) — f(a) |< € soit vrai au voisinage de a.

Exemple :

11
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Exercice : Etudier la continuité de la fonction f définie sur R par f(z) = [z].

Proposition : Soit f: I — R une fonction. Si f est continue en a alors f est bornée au voisinage de a.

Démonstration :

Proposition : Soient f: I — Ret g: I — R deux fonctions continues en a € I. Soient (A, u) € R%. On a :

Af(z) 4+ pg(x) continue en a et fg continue en a.

Démonstration :

Proposition : Soit f continue en a € I telle que f(a) # 0. Alors % est continue en a.

Démonstration :

12
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Corollaire : Soient f: I — Ret g: I — R deux fonctions continues en a € I telles que g(a) # 0. On a :

L continue en a .

Démonstration :

Théoréme : Soit f: I — J et g: J — R deux fonctions telle que f est continue en a € I et g continue en
f(a) € J. Alors g o f est continue en a.

Démonstration :

Exemple :

2.2 Continuité a gauche et continuité a droite

Définition : Soit f: I — R et a un point intérieur a I.

e La fonction f est continue a droite en a si f [[4 4o0|n7 €St continue en a.

e La fonction f est continue a gauche en a si f |j_ 4)n7 €st continue en a.

Caractérisation : On dit que f est continue & droite en a si:

Ve>0,In>0:Veel:a<z<a+n=|f(zx)— fla)|<e

Exercice : Ecrire de méme la caractérisation de la continuité & gauche.

Exemple :

13
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Graphiquement :

Proposition : Soit a¢ un point intérieur & I. La fonction f est continue en a si et seulement si f est continue a
droite et & gauche en a.

Démonstration :

Remarque : Si ¢ = min(/) (resp. max) alors la continuité & droite (resp. gauche) de f en a crorrespond a la
continuité de f en a.

Proposition : Une fonction qui admet une limite a droite a égale & f(a) est continue & droite en a.

Démonstration :

2.3 Prolongement par continuité

On commence par définir la limite d’une fonction en un point ou elle n’est pas forcément définie.

14
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Définition : Soit I un intervalle, a un point intérieur & I et f: I\ {a} > Retl € R.
e On dit que f(x) tend vers | quand x tend vers a et on note li_r>n f(z) =1 (ou bien f(z) =—>1) si:
X a Tr—a
Ve>0,In>0:Ve e I\{a},|z—a|<n=|f(z)-1|<e

e On dit que f(x) tend vers +o0o quand x tend vers a et on note lim f(z) = +oo (ou bien f(x) =— +00) si :
r—a r—a

VM >0,In>0:Ve eI\ {a},|z—a|<n= f(x) > M.

e On dit que f(z) tend vers —oo quand z tend vers a et on note lim f(z) = —oo (ou bien f(x) =— —o0) si:
r—a r—a

VM <0,3In>0:Ve e I\{a},|z—a|<n= f(z) < M.

Exemples :

Remarque : Tous les résultats relatifs aux limites énoncés précedemment restent valable dans le cas des limites
en un point ou la fonction n’est pas définie.

Attention : Dans ce cas la fonction a une limite en a si et seulement si elle a une limite & droite et une limite a
gauche en a qui sont égales

Théoréme : Soit I un intervalle, a un point intérieur & I et f: I\ {a} — Ret ! € R. Si f admet [ comme limite

en a alors la fonction f définie Va € I par :

R—R
fx): xH{f(x) si x# a

l sinon

est appelé prolongement par continuité de f en a. Cela veut dire que f est continue en a et est égale a f sur
I\ {a}.

Démonstration :

15
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Exemple :

3 Continuité sur un intervalle

3.1 Fonctions continues sur I

Définition : Soitf : I — R une fonction. On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.
On note C(I,R) ’ensemble des fonctions continues sur I & valeurs réelles.

Exemple :

Proposition : Soient f et g deux fonctions continues sur I, « et § deux réels.

1. af + Bg est continue sur 1.

2. fg est continue sur I.

Démonstration :

Exemple :

Proposition : Soit J un intervalle, f € C(I,J) et g € C(J,R). La fonction g o f est continue sur I.

Démonstration :

Proposition : Soit f une fonction continue sur I qui ne s’annule pas sur I. Alors % € C(I,R).

Démonstration :

16
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En pratique, on ne revient pas a la définition avec les € dés que 'on veut montrer qu’une fonction est continue. On
utilise plutot les propositions suivantes en disant qu’une fonction donnée est combinaison, composée et inverse de
fonctions dont on sait d’avance qu’elles sont continues.

Ainsi les fonctions usuelles (excepté x — |x|) sont continues sur leur ensemble de définition.

cos(In|xz|4+12)

Exemple : La fonction z — Trech (/74D *

3.2 Théoréme des valeurs intermédiaires et fonctions définies sur un segment

Théoréme : Soit f € C(I,R) et (a,b) € I? avec a < b. Si f(a)f(b) < 0 alors e €]a, b] tel que f(c) = 0.

Démonstration : (idée, théoréme des segments emboités)

Exercice : Montrer que toute fonction continue f : [0,1] — [0,1] admet un point fixe. Est-ce vrai si f n’est plus
continue 7

Remarque : Le théoréme fonctionne aussi si a et b sont des extrémités de I (en remplacant évidemment f(a) et
f(b) par lim f(x) et hrr%jf(a:)))
r—a r—

Exemple : Tout polynéme de degré impair a une racine réelle.

Corollaire : Soit f une fonction continue sur I prenant les valeurs a et b € R, alors f prend toutes les valeurs
comprises entre a et b.

Démonstration :

17
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Corollaire : L’image d”un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Démonstration :

Théoréme : Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration : utilise le théoréme de Bolzano Weierstrass, hélas hors programme.

Exemple :

3.3 Théoréme de la bijection

Lemme : Soit f : I — R une fonction monotone. f est continue si et seulement si f(I) est un intervalle.

Démonstration (avec dessin) :

Théoréme : Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone. On a :
1. fest une bijection sur J = f(I).

2. f~lest monotone de méme monotonie que f.

3. f~! est continue sur J.

Démonstration :

18
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Remarque :
Le théoréme précédent ne fournit hélas pas d’expression de f~!, c’est sa faiblesse et sa force...

Exemple : Montrer que la fonction f: R — R définie par f(z) = 2% + 2 + 1 est bijective.

Exemples (continuité des fonctions usuelles) :

e Si on admet que In est une fonction continue alors exp est continue ainsi que les fonctions puissances.

e Arctan, Arcsin et Arccos sont continues sur leur ensemble de définition.

4 Fonctions a valeurs complexes

Dans cette partie, on généralise la notion de continuité ainsi que la notion de limites aux fonctions & valeurs
complexes.

Définition : Soit f : I — C et [ € C on dit que f tend vers I quand x tend vers a si | f(z) — 1 | tends vers 0
lorsque z tend vers a.

Exemple :

Remarque :

e Contrairement au cas réel, il n’y a pas de limite infinie pour les fonctions & valeurs complexes.

e Les définitions formelles de convergence sont les mémes que pour le cas réel, juste avec des modules au lieu
de valeurs absolues.

e Comme pour le cas réel, il y a unicité de la limite, la combinaison linéaire (resp. produit) de fonctions ayant
une limite finie admet comme limite la combinaison linéaire (resp. produit des limites)

Définition : Si une fonction f : I — C admet une limite [ € C en a alors f est continue en a. On note C(I,C)
I’ensemble des fonctions continues sur I & valeurs complexes.

Proposition : Si f(z) — [ alors f(x) — [.
- r—a T—a

Démonstration :

19
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Théoréme : Soit f : I — C une fonction complexe alors :
fadmet une limite en a < Re(f) et Im(f) admettent des limites en a.
De plus lim f = lim Re(f) + ¢ lim I'm(f).

T—a T—a T—a

Démonstration :

Corollaire : Soit f : I — C une fonction complexe alors :
f admet une limite [ en a et que [ # 0 alors + admet § comme limite en a.

Démonstration :

Corollaire : Une fonction f: I — C est continue sur I si et seulement si Re(f) et Im(f) sont continues sur I.

Démonstration :

Exemple :

Définition : Soit fonction f : I — C une fonction. On dit que f est bornée au voisinage de a s’il existe M € R
et n >0 tel que | f(x) |[< M, Va €la —n,a+ 7.

Exemple :

Proposition : Toute fonction complexe admettant une limite [ € C en a est bornée au voisinage de a.

20
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Démonstration :

21



