Lycée La Prat’s PTSI

Chapitre 8 : Dérivabilité des fonctions d’une vari-
able réelle

Dans tout le chapitre I désigne un intervalle non vide de R.

1 Dérivée
Dans toute cette section, a € I.

1.1 Définitions

Définition : Soit f : I — R une fonction. On dit que f est dérivable en a si son taux d’accroissement en a :

f(x) = f(a)

Tr—a

Ta(x) =

définit pour tout x € I'\ {a} admet une limite finie quand # — a. On note alors f’(a) cette limite. C’est le nombre
dérivé de f au point a.

Exemple :

Contre exemple : la fonction z —| z | sur [0, +00[ puis sur R.

Remarque : La définition de la dérivée se réécrit w = f(a).
- —

Définition : On dit que f admet une tangeante en a si le taux d’accroissement admet une limite.

e Si cette limite est un nombre fini [ € R (ie la fonction est dérivable en a) alors la tangente est la droite
d’équation :

y =1z —a)+ f(a)

e Si cette limite est infinie la tangente est la droite d’équation :

Exemple :
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Proposition : S’il existe ] € Ret o : I\ {a} — R une fonction qui tend vers 0 lorsque x tend vers a et que Vo € T

f(@) = fla) +l(z — a) + (x — a)a(2),

alors f est dérivable en a et f’(a) = [. La réciproque est aussi vraie.

Démonstration :

Inteprétation graphique : La proposition revient a dire que la fonction affine qui approxime le mieux f au
voisinage de a est la fonction z — f'(a)(x — a) + f(a).

Proposition : Soit f : I — R une fonction dérivable en a. Alors f est continue en a.

Démonstration :

Définition : Soit f : I — R une fonction. On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I.
I—-R

On note f’:{ () la fonction qui & chaque x € I associe le nombre dérivé de f en x.
x— f(z

Les formules pour la dérivée de la somme, du produit, de la composée de deux fonctions ont déja été démontrées
dans un chapitre antérieur. De méme pour la dérivée de la bijection réciproque.
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Exemple : Recalculer la dérivée de la fonction Arccos en précisant bien ou est-ce que la fonction est dérivable.

1.2 Dérivées a gauche et a droite

Définition : Soit f: I — R une fonction.

e On suppose que a n’est pas I’extrémité droite de I. On dit que f est dérivable a droite en a si :
f(z) = f(a)
T—a
admet une limite lorsque = tend vers a par valeur supérieure. On note f}(a) cette limite. Evidemment f}(a) =
(f [1afa,400) (@)
e On suppose que a n’est pas I’extrémité gauche de I. On dit que f est dérivable & gauche en a si :
f(z) = f(a)
T—a
admet une limite lorsque x tend vers a par valeur inférieure. On note f;(a) cette limite. Evidemment f{(a) =

(f l1r)-c0,a))' ()

Remarque : La dérivabilité a droite (resp. & gauche) de f en a implique la continuité & droite (resp. a gauche) de
fena.

Exemple : Montrer que x —| = | est dérivable a gauche et & droite en tout point de R.

Remarque : Il est immédiat que la dérivabilité en a garentit la dérivabilité & gauche et & droite en a mais la
réciproque est fausse, comme le montre ’exemple précédent. En revanche on a le résultat suivant :

Proposition : Si a n’est pas une extrémité de I. Soit f : I — R une fonction.
La fonction f est dérivable en a < elle est dérivable & gauche et a droite en a et que de plus f}(a) = f/(a).
Dans ce cas, on a évidemment f'(a) = fj(a) = f;(a).

Démonstration :
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2 Théoréme de Rolle et théoréme des accroissements finis

2.1 Extrema

Définition : Soit f: I — R une fonction et a € I.
e On dit que f admet un maximum local (ou relatif) en a s’il existe n > 0 tel que f(a) soit un maximum de
f Na=n.asn-

e On dit que f admet un minimum local (ou relatif) en a s’il existe > 0 tel que f(a) soit un minimum de
f Na=n.asnt-

e On dit que f admet un extremum local (ou relatif) en a s’il existe n > 0 tel que f(a) soit un maximum ou
minimum de f |1,y q4n-

Remarque : Un maximum (tout court) sera souvent appelé maximum global (par opposition & local). Il est
évident qu’un maximum global est un maximum local. L’inverse étant évidemment faux.

Exemple graphique :

Théoréme : Soit f: I — R une fonction et a € I un point intérieur. On suppose que :

f est dérivable en a
f admet un extremum local en a

Alors f'(a) = 0.

Démonstration :

Remarque : Attention le théoréme précédent fournit une condition nécessaire mais non suffisante pour étre un
extremum local.

Contre-exemple :
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Exercice : Moyen mnémotechnique pour retrouver le minimum d’une fonction polynomiale de degré 2.

2.2 Théoréme de Rolle et égalité des accroissements finis

Théoréme : Soient a et b deux réels, a # b et f : [a,b] — R une fonction telle que :

f est continue sur [a, b]

f est dérivable sur ]a, b]

fla) = f(b)

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f/(c) = 0.

Démonstration :

Interprétation géométrique :

Interprétation cinématique :
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Théoréme : Soient a et b deux réels avec a < b et f : [a,b] — R une fonction telle que :

{ f est continue sur [a, ]

f est dérivable sur ]a, b]

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que :

Démonstration :

Interprétation géométrique :

Interprétation cinématique :

2.3 Dérivée et fonctions monotones

Théoréme : Soit f : I — R une fonction dérivable sur intérieur de I et continue sur I. Alors f est croissante
(resp. décroissante) si et seulement si f/(z) > 0 (resp.< 0) pour tout x point intérieur de I.

Démonstration :
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Exemple : Tracer le tableau de variation de la fonction :

Contre exemple : dans le cas ou I n’est pas un intervalle :

Corollaire : Soit f : I — R une fonction dérivable sur I. Alors f est constante si et seulement si f’ = 0.

Démonstration :

Constre-exemple : Il est fondamental que I soit un intervalle.

Remarque : Cela justifie le fait que ’on se place toujours sur des intervalles pour résoudre des équations différen-
tielles linéaires.

Proposition : Soit f : I — R une fonction dérivable sur l'intérieur de I et continue sur I. Si f’(z) > 0 (resp
< 0) pour tout z intérieur & I alors f est strictement croissante (resp. strictement décroissante).

Démonstration :
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Contre-exemple : Attention la proposition précédente n’est pas une équivalence

On peut affiner le résultat précédent avec la proposition suivante :

Proposition : Soit f : I — R une fonction dérivable sur l'intérieur de I et continue sur I. Si f’ s’annule un
nombre fini de fois et si f'(z) > 0 (resp < 0) pour tout x intérieur & I ou f ne s’annule pas alors f est strictement
croissante (resp. strictement décroissante).

Démonstration :

Contre-exemple : Attention la proposition précédente n’est pas une équivalence

2.4 Inégalité des accroissements finis et fonctions lipschitziennes

Théoréme : Soient M > 0, a et b deux réels et f : [a,b] — R une fonction telle que :

f est continue sur [a, b]
f est dérivable sur |a, b]

| f | est majorée par M sur |a, b|

V(x,y) € [a, b, on a | f(x) = fy) IS M |z —y]|.

Démonstration :

Interprétation géométrique :
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Interprétation cinématique :

Définition : Soit f: I — R une fonction et K € R;. On dit que f est K-lipschitzienne si :

V(@,y) € I°,| f(2) = f(y) IS K |z —y].

Une fonction lipschitzienne est une fonction pour laquelle il existe K > 0 telle que f est K-lipschitzienne.

Exemple :

Proposition : Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors f’ est bornée < f est lipschitzienne.

Démonstration :

Application aux suites récurrentes d’ordre 1.
On suppose que f : I — I et on considére une suite définie par ug € I et Vn € N, u,y1 = f(uy).

Définition : On dit que f est contractante si elle est K-lipschitzienne avec K < 1.

Exemple :

Proposition : Une fonction contractante ne peut avoir qu'un seul point fixe.

Démonstration :
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Proposition : Si ¢ désigne un point fixe de f et si f est contractante alors u,, —+> c.
- n—-+oo

Démonstration :

u2

Exemple : Etudier la convergence de la suite définie par ug € [0,1] et u,1 =1 — =

2.5 Théoréme du prolongement C!

Proposition : Soit @ € I et f : I — R une fonction continue sur I et dérivable sur I\ {a}. Si f’ a une limite !

(finie ou infinie) en a alors W — L.
T—a

Démonstration :

10
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Théoréme du prolongement C! : Soit a € I et f: I — R une fonction continue sur I et dérivable surl \ {a}.
Si f’ a une limite [ en a alors f est dérivable en a et f’ est continue en a.

Démonstration :

-1,1] =R

. 4 est dérivable en 0.
x +— Arcsin(1 — z*)

Exemple : Montrer que f : {

3 Fonctions continuement dérivables

3.1 Fonctions de classe C"

Définition : On dit que la fonction f : I — R est de classe C! sur I et on note f € C1(I) si f est dérivable sur I
et si sa dérivée est continue sur I.

Exemple :

Propostion : Soit f € C!([a,b]). Alors f est lipschitzienne.

Démonstration :

11
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Définition :

On dit que la fonction f : I — R est de classe C™ sur I et on note f € C*(I) si f est dérivable n fois sur I et si
f(") est continue sur 1.

On a déja vu qu’une fonction infiniement dérivable sur I est dite de classe C*°.

Exemple et contre exemple :

Remarque : On a donc C(I) D CY(I) D ..C"(I) D ..C>=(1).

3.2 Opérations sur les fonctions de classe C"

Théoréme : La somme de deux fonctions de classe C" est de classe C™. De plus si (A, 1) € R%Z et (f,g) € (C™)?:

(AF + pg) ™ = AF) 4 g™

Démonstration :

Remarque : le théoréme reste vrai avec des fonctions de classe C*.

Théoréme (Leibniz) : Le produit de deux fonctions de classe C" est de classe C". De plus si (f, g) € (C")? :

o =32 () e

k=0

Démonstration :

12
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Remarque : le théoréme reste vrai avec des fonctions de classe C*°.
Exemple : Calculons f() o f est définie sur R par f(z) = x2e®.

Théoréme : Soit I et J deux intervalles non réduits a des points, f € C*(I,J) et g € C*(J,R). Alors go f est
de classe C™.
Démonstration :

Remarque : le théoréme reste vrai avec des fonctions de classe C*°.

Corollaire : Soit g € C"(J,R) qui ne sannule pas. Alors é e C"(J,R).
Démonstration :

Remarque : le théoréme reste vrai avec une fonction de classe C>.

Exemples :

METHODE : Pour montrer qu’une fonction est de classeC®°, on utilise AUTANT QUE POSSIBLE les théorémes
généraux (ceux précedemment énoncés) et on fait une récurrence lorsque ’on coince.

13
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Exemple : Montrer que = — exp(—%) se prolonge en une fonction de classe C*° sur R.

Théoréme de la bijection C" : Soient I et J deux intervalles d’intérieur non vides et soit f : I — J une
bijection strictement monotone telle que f € C™(I, J).
Si f’ ne sannule pas sur I alors f~1 € C*(J, I).

Démonstration :

Remarque : A noter que pour le théoréme de la bijection C* on vérifiait que f’ ne s’annulait pas. Pour le théoréme
de bijection C™, on vérifie ni plus ni moins, c’est trop fort !

Remarque : le théoréme reste vrai avec une fonction de classe C*.

Exemples :

14
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4 Extensions aux fonctions a valeurs complexes

On a toujours lorsque f : I — C, l'existence de g et h fonctions I — R telles que f = g + ¢h. Les fonctions g et h
sont, appelées partie réelle et partie imaginaire de f.

Définition : Comme pour la dérivée, on dit que f est de classe C™ si g et h sont de classe C”. On a évidemment :

£ ) 4 jpm),

Exemple :

On dérive la somme, le produit, le quotient comme les fonctions réelles (formule de Leibniz...), La dérivée niéme de
la fonction confuguée est le conjugué de la dérivée niéme de la fonction .

Exemple :

En revenche il n’y a pas de théoréme de Rolle ou de théoréme des accroissements finis, ’égalité vient du max sur
un segment d’une fonction C n’a pas d’ordre.

Contre exemple : la fonction définie sur R par f(z) = e'®.

Proposition : Soit f: I — C une fonction dérivable.
f est constante si et seulement si f' = 0.

Démonstration :

15
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Théoréme : Soit f : I — C une foncction de classe C. S’il existe M > 0 tel que | f’ | est majorée par M alors :

V(w,y) € I*,| f(z) = fly) S M |z —y].

Démonstration : ADMIS (on fera la preuve au 2eme semestre)

Interprétation cinématique :

16



