Chapitre 1 : Représentation des nombres

1 Numération de position en base b

1.1 Définition

Dans la vie de tous les jours, nous comptons en base 10. C’est & dire qu’aprés 9, il n’y a plus de chiffre donc on écrit
dix, premier nombre & deux chiffres puis on continue jusqu’a 99 et on passe & 100, premier nombre a trois chiffres
et ainsi de suite...

On appelle cela numeération de position, car c’est la position d’un chiffre dans I’écriture du nombre qui nous renseigne
sur sa valeur.

Exemple :

On peut travailler dans d’autres bases que 10, en fait n’importe quel nombre b peut étre une base, on dispose alors
de b chiffres. Plus précisément :

Définition :
Si (ag, ...a,) € [0,b—1]"*!, on note (ay,...ao), ou @,...ap’ le nombre :

ag+ay Xb+...+a, xb".

Exemple :

Exercice : Transformer en base 10 les nombres :

o (7654321)s
e (10431)5



1.2 Division euclidienne

Théoréme : Soient a et b deux entiers avec b # 0. Il existe un unique couple d’entiers (¢, r) vérifiant :

e a=0bg+r

e 0<r<b

La donnée de I'écriture a = bg + r est la division euclidienne de a par b.

Démonstration : CF math

Exemple :

Exercice : Faire la division euclidienne de 15473 par 65.

1.3 Application : passage de la base 10 a la base b

Sur un exemple en base 10 montrons comment nous retrouvons les chiffres d’un nombre grace & la division euclidi-
enne.

Exemple :



cm
Maintenant avec une autre base :

Exemple :

cm
Exercice : Convertir 251 :

e en base 3
e en base 4

e en base 5

Comparer le résultat de la base 4 et celui de la base 2.

2 Représentation des nombres entiers

2.1 Mémoire d’un ordinateur

Un ordinateur traite les données sous forme de code binaire, cela signifie que toute donnée (photo, nombre, carac-
tére...) est ramenée & une suite de 0 et de 1. Chacun de ces nombres est appelé bit.

Les langages de programmation représentent les entiers avec un nombre fixe de bits. Par exemple, avec 8 bits, on
peut représenter tous les nombres de 0 & 255.



2.2 Opérations en base 2

Les opérations usuelles (addition et multiplication) se font comme dans les petites classes mais en faisant attention
que l'on travaille en base 2 (notamment pour les retenues).

Exemple :

2.3 Hexadécimal
L’hexadécimal est la représentation des nombres en base 16. Vous ’avez surement déja rencontré lorsque vous avez

vu une adresse MAC, une clef WEP ou encore un mode de représentation des couleurs. Nous sommes en base 16
donc nous avons besoinde 16 chiffres :

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F

avec évidemment :



] Chiffre en base 16 \ Nombre en base 10 correspondant ‘
10
11
12
13
14
15

|| || O Q@] =

Pourquoi s’embéter avec la base 16 alors que 'humain compte en base 10 et 'ordinateur en base 2 7 Indice :
repensez & ’exercice ou ’on compare la base 2 & la base 4 ...

Exemple :

Exercice : Convertir 1757 en base 16 puis en base 2 sans calculs supplémentaires.

3 Représentation des entiers relatifs

3.1 Notation en complément a 2

Une méthode que 'on pourrait utiliser pour représenter les entiers relatifs sur 8 bits, serait par exemple d’utiliser
le premier bit pour le signe et les 7 autres pour la valeur absolue du nombre.

Exemple :



Probléme : Comment représente-t-on 0 ?

Voici la méthode pour représenter les entiers relatifs sur 8 bits :

e ( est représenté par 00000000,

e 1 est représenté par 00000001,

2 est représenté par 00000010,

e 127 est représenté par 01111111,

e -128 est représenté par 10000000,

e -127 est représenté par 10000001,

e -1 est représenté par 11111111.

Définition : Si on travaille avec n bits

n—1 _ 1 sont représentés par les écritures binaires de 0, 1,..., 2"~ — 1;

e Les nombres 0, 1,..., 2
e Les nombres -1,-2,...,-271 sont représentés par les écritures binaires de 2" — 1, ..., 271

On peut retenir que si x < 0 alors x est représenté par ’écriture binaire de 2" 4 x, on appelle ca la notation en
complément & 2.

Remarques :

1. Les nombres positifs ont un 0 en premier chiffre et les nombres négatifs ont un 1 en premier chiffre.

2. La mémoire n’a que le sens qu’on lui donne (en fonction du type de nombre que ’on souhaite représenter).
Par exemple, sur 4 bits, le nombre 1001 peut représenter ’entier 5 ou le nombre relatif 5 — 8 = —3. Cest
pour cela que les données ont un type (int, float, list...)

Exercice : Trouver les représentations sur 8 bits de 0 et -128.

Exercice : Quels sont les entiers représentés par 00010111 et 10001100 ?

Exercice :

1. Coder 11 et -11 sur & bits.



2. Que remarquez vous ?

3.2 Dépassement de capacité

Comme le nombre de bits est fixé, il y a des limites (nombres & ne pas dépasser) dans toute représentation.

Exemple :

Remarque : Python change automatiquement de mode de représentation, que 1’ond épasse 16, 32 ou 64 bits.

Exercice : Trouver la représentation sur 8 bits de 127 et -127 puis de 101 et -94.

Exercice : Quels entiers relatifs peut-on représenter avec 16 bits 7 32 7

Exercice : Les entiers 01010101 et 10101010 représentent des entiers relatifs sur 8bits. Lesquels ?



Exercice : Représenter 99 et 57 sur 8 bits puis en faire ’addition. Qu’obtient-on ? Pourquoi ?

Exercice : Montrer que ’addition sur n bits de 2 entiers provoque un overflow si et seulement si les entiers sont
de méme signe et le résultat est de signe opposé & celuid es opérandes.

3.3 Entiers multiprécision de Python

Il se peut que vous utilisiez des entiers qui dépassent la capacité de votre processeur (par exemple 257 avec un
processeur 8 bits). Gardez a lesprit qu’il y a encore pas mal d’ordinateurs équipés de processeurs 32 bits (la norme
tendant & étre 64).

Dans ce cas Python, au lieu de donner un résultat erroné ou pire de planter, va représenter votre nombre en interne
avec plusieurs variables.

Evidemment toute opération avec de tels nombres est (beaucoup) plus longue qu’avec des entiers classiques, le
nombre de variables & affecter, les retenues, ... Tout cela prend du temps.

Exemple :

4 Représentation des nombres en virgule flottante

4.1 Nombres diaddiques

q
Définition : Ce sont les nombres de la forme Y. 2% avec p,q € N.
k=—p

Exercice : Montrer que les nombre diaddiques sont I'ensemble {34 | p € N}



Exemple :

Exercice : Ecrire en décimal les nombres suivants : 11,0101 puis 0,11111 puis 101,101.

Exercice : Exercice-Méthode : Convertir en binaire ﬁ puis % puis

1
3

4.2 Représentation machine

On travaille sur 64 bits. On va se baser sur I'écriture scientifique d’un nombre.

Exemple :



De

meéme on va écrire notre nombre comme +1 x 1,.... x 2exposant
e Le premier bit est le signe s, 0 pour + et 1 pour -.

e L’exposant n est un entier relatif (sur 11 bits) entre -1022 et 1023 (représenté par les nombres binaires 1 &
2046, 0 et 2047 sont réservés pour autre chose)
52
m_i

e La mantisse m = my...mso sur 52 bits est le nombre 1+ 5
i=1

Exercice : Quel est le nombre représenté par :

4.3

4.4

4.5

11000100011010010011110000111 0...0
~~
35 fois

Cas particuliers

Comme la mantisse commence obligatoirement par un 1, on ne peut pas représenter le nombre 0. Or il est
indispensable donc on choisit de prendre comme nombre 0, 10...0 ou 00...0 (oui il y a deux zéros différents).

Les nombres avec 0 en exposant sont ceux (en plus de 0) avec 0 avant la virgule et un exposant -1022, on les
appelle nombres dénormalisés.

Les nombre avec 1...1 comme exposant sont 01...10...0 qui représente +oo, 11...10...0 qui représente —oo. Si
jamais il n’y a ne serai-ce qu’un bit de mantisse non nul on appelle ¢ga un NAN (not a number). C’est le
résultat d’une erreur de calcul (type division par 0)

Dépassement de capacité

Le probléme se pose lorsque l'exposant est plus grand que 1023 ou que c’est 1023 mais que la mantisse est

plus grande que 1, 1...1. Dans ce cas on utilise nos symboles + ou —oo définis & la section précédente qui
52 fois

s’additionnent et se multiplient elon les régles usuelles des math, les formes indéterminées sont des NAN.

Le probléme se pose aussi lorsque I'exposant est plus petit que -1022 ou que c’est -1022 mais que le nombre est
inférieur au plus petit nombre dénormalisé. Dans ce cas on appelle ¢a un dépassement par valeur inférieure
(ou underflow) et on arrondit a 0.

Arrondis

Exemple :

10



Exemple :

Exercice : Comment est représenté le nombre 1071022 ?

Exercice : Représenter 13 puis -13 en langage machine.
Exercice : Quel est le plus grand nombre réel que ’on peut représenter en virgule flotante, le plus grand négatif ?

Exercice : Montrer que pour comparer deux nombres & virgule flottante de méme signe il suffit de les comparer
bit par bit.
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