Lycée La Prat’s PTSI

TD 0 Ensembles, logique, applications

1 Raisonnement par la contraposée
Exercice1.1:
Soit » € N 7 En utilisant la contraposée, montrer que :
(n? — 1) n’est pas divisible par 8 = n est pair.

Indication : Tout nombre impair s’écrit sous la forme 4k + 1 ou 4k + 3.
Exercice1.2:

Soit a € R;. Montrer par la contraposée que :

Ve>0,a<e=>a=0

Exercicel.3:

Soient a et b € R.
1. Montrer que :
a+b¢Q=a¢Qoub¢Q
2. Que dire de la réciproque ?

Exercicel.4:

Soit (ar,az,...,a,) € R} et M > 0. Montrer que :

n
Zak > M = max(aq,...a,) >

M
n
k=1

2 Raisonnements par ’absurde

Exercice 2.1:

On suppose connu (voir cours) que v/2 est irrationnel. Soit (m,n,p, q) € Q*. Montrer que :

m+nV2=p+qg/2em=petn=q.
Exercice 2.2 :
Soit n € N*. Démontrer par I’absurde que :

n est le carré d’un entier = 2n n’est pas le carré d’un entier.

Exercice 2.3 :

Soit n > 1 un entier naturel. On se donne n + 1 réels zg, 21, ...,x, € [0,1] vérifiant 0 < g <y < -+ <z, < 1.
On veut démontrer par ’absurde la propriété suivante :

Il y a deux de ces réels qui sont distants de moins de %

1. Ecrire a l'aide de quantificateurs et des valeurs x; — x;_1 une formule logique équivalente a la propriété.
2. Ecrire la négation de cette formule logique.

3. Rédiger une démonstration par l’absurde de la propriété.
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3 Raisonnement par analyse synthése

Exercice 3.1:

Trouver toutes les fonctions f : N — R vérifiant :

V(m,n) € N, f(m+n) = f(m) + f(n)

Exercice 3.2 :

Trouver toutes les fonctionsf : R — R vérifiant :

V(m,n) € R%, f(2)f(y) = f(ay) + = +y

4 Quantificateurs et négation d’assertions
Exercice4.1: (négation) : Donner la négation des affirmations suivantes :

1. S’il pleut alors je prends mon parapluie.
2. Chaque été, il pleut au moins un jour & Toulouse.

Vre A,x > 2

- w

JyeB:y>5

5. 2<x <3

Exercice4.2: (négation lvl up) : Donner la négation des affirmations suivantes :

1.Vxe A JyeB:z<y
2. dzel:3yel: flz)# f(y)

Vn e Nyu, <4

- W

Ve>0,Vz e R, I>0:VyeR, [z —y|<n=|flz)— fly)|<e

5. Ve>0,3In>0:V(z,y) eR? |z —y |<n=|flx)— fly) |<e

Exercice 4.3 :

Ecrire les assertions suivantes avec des quantificateurs :

1. La suite (u,) est minorée par 12.
2. La suite (u,) est minorée.

La suite (u,) n’est pas minorée.
La suite (u,) est bornée.

5. La fonction f est constante sur R.

6. La fonction f s’annule sur R.

7. La fonction f admet un minimum sur R.

Exercice4.4: (ordre des quantificateurs) :
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1. Une seule des deux propositions suivantes est vraie. Laquelle et pourquoi ?

(a) VeeR,JyeR:z<y
(b) IreR:VyeRxz<y

2. Laquelle des deux propositions suivantes implique I’autre et pourquoi 7

(a) Ve>0,Vz e R,In>0:Vy eR, [z —y[<n=| f(z) - f(y) [<e
(b) Ye>0,3n>0:Y(z,y) eR* [z —y [<n=| flx) — fy) [<e

3. Y a t-il une différence entre les deux asertions suivantes ?

(a) Vx e R,Vy € R*, 22 + 92 > 0
(b) Vy e R*,Vz € R,2%2 + 4% >0

4. Y a t-il une différence entre les deux asertions suivantes ?

(a) Ixr e R,y e R*, 22+ 42 >0
(b) Iy e R*, Tz e R, 2?2 + 4% >0

5 Ensembles

Exercice 5.1 : (manipulation) : Soit E un ensemble et soient A et B € P(E) telles que AUB = AN B.

Montrer que A = B.
Exercice 5.2 : (manipulation) : Soit E un ensemble et (A, B,C) € P(E)3. Montrer que :

A\ (BUC) = (A\ B)N(4\C).

Exercice 5.3 : (ensemble de tous les ensembles) : On considére F ’ensemble de tous les ensembles.

1. On considére 'ensemble A = {a € E | a ¢ a}.

(a) Que se passe t-ilsi A€ A7
(b) Que se passe t-ils A¢ A?

2. Conclure quand a ’existence de F.

6 Applications injectives, surjectives et bijectives.

Exercice 6.1 : O n considére les fonctions :

N — N

N — N .
. . 0 =0
I n = n+1l etyg: n { s%n
n—1 sinon

1. Les applications f et g sont elles injectives 7 surjectives ?

2. Calculer foget go f.

Exercice 6.2 :S oient E, F' et GG trois ensembles, f : E — F et g : FF — G deux applications:
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1. Montrer que g o f injective = f injective. Que dire de g 7

2. Montrer que g o f surjective = g surjective. Que dire de f 7

Exercice 6.3 : S oit E/ un ensemble non vide et A C E telle que A # E. On considére les applications :

P(E) — P(E)

Frix’ s xna @9

Les applications f et g sont elles injectives ? surjectives 7
Exercice 6.4 : O n considére ’application :
Iy R? = R?

Montrer que f est bijective.

Exercice 6.5 : O n considére la fonction f: R? — R? définie V(z,y) € R? par :

—3r+4y—4 4z + 3y +2

flxy) = ( 3 , s

)

1. Calculer fo f.

2. En déduire que f est bijective et donner f~!.

7 Image directe, image réciproque

Exercice 7.1 : O n considére la fonction :

1+ix
1—ix

1. Montrer que f est bien définie.
2. La fonction f est elle injective ? surjective ?

3. Déterminer f~1(R) et f(R).

Exercice 7.2 :S oient E et F' deux ensembles et f: F — F.

1. Montrer que VA € P(E), A C f~1(f(A)).

2. Montrer que VB € P(F), B D f(f~1(B)).

3. Montrer que VA € P(E), A= f~1(f(A)) & f est injective.
4. Montrer que VB € P(F), B = f(f~1(B)) < f est surjective.

Exercice 7.3 : S oient F et F' deux ensembles et f: E — F.

Montrer que f est bijective < VA € P(E), f(Cf) = C’I{:(A)
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8 Récurrence

Exercice 8.1:

Démontrer les trois formules du formulaire suivantes :

n _ _ n(n+1)
o Y k=1+..4+n="5-
k=0

o K2=1+2% 4. 4n? = nntlent])
k=0

o VR =1423 4. 4nd = (nntly
k=0

Exercice 8.2:

Démontrer que Vn € N et Vz € R, on a :

| sin(nz) |<n|sin(z) |

Exercice 8.3 :

Soient @ et b € R ainsi que (u,,) une suite vérifiant pour tout n € N :

Up4+1 = AU,y + b

1. Dans le cas ou a = 1, exprimer u,, en fonctionde n et ug.
2. On suppose que a # 1.

(a) Résoudre I’équation :

l=al+?

(b) On pose pour tout n € N

Up = Uy — |

Montrer que (v,,) est géométrique.
(c) En déduire 'expression de u,, en fonction de ug et de n.

(d) Sous quelles conditions, la suite (u,) est-elle convergente ?

Exercice 8.4 :

Soit ¢ € R% . On consideére la fonction définie pour tout x € R par :

T

@)= e

Calculer f(f(x)),f(f(f(x))) puis généraliser.

Exercice 8.5:

Soit (uy,) la suite définie par :

ug =2, ug =5et Vn € Nyuy o = duyyq — 6uy,

Montrer que Vn € N, u,, = 2™ + 3".
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Exercice 8.6 :

Soit A une partie de N* contenant 1 et vérifiant :

Vne A2ne A VneN' n+leA=ncA

1. Montrer que pour tout n € N, on a 2™ € A.

2. Montrer que A = N*,

Exercice 8.7 :
Soit f : N — N surjective telle que ¥n € N on ait f(n) > n.
Montrer que Vn € N, f(n) = n.



