Lycée La Prat’s PTSI

TD 0 bis Manipulation des symboles ) et II

Ce TD ne correspond pas & un cours. Il porte sur la manipulation et le culcul grace aux symboles Y et II. Tout
d’abord on se donne (u,) une suite.

1 Symboles somme et produit

n
e On note pour tout n € N, > wug la somme des tous les termes de u du rang 0 jusqu’au rang n. Clest la
k=0

n
quantité ug + ... + u,. De méme pour tout (n,p) € N? tels que p < ¢, on note . uy la somme de tous les
k=p
termes de v du rang p jusqu’au rang n. C’est la quantité uy, + ... + uy,.

n
e On note pour tout n € N, kHouk le produit des tous les termes de u du rang 0 jusqu’au rang n. C’est la

n
quantité ug X ... X u,. De méme pour tout (n,p) € N? tels que p < n, on note kH ug le produit de tous les
=p

termes de u du rang p jusqu’au rang n. C’est la quantité u, x ... X up.

n
Définition-exemple : La quantité kﬂlk =1 X ... X n est appelée factorielle de n et est notée n!. Par convention
0l =1. }

Exercice 1.1: Soit (u,,) la suite définie Vn € N par u,, = n.

10 10
1. Calculer )" uy puis > u;i1.
k=0 j=0

5

5
2. Calculer II u; puis II upq.
i=1 p=0

Comme on le remarque 'indice de somme (ici k, j, ¢ ou p) n’existe que dans la somme. Une fois calculée 'indice
de somme n’apparait plus.

Exercice 1.2: Compléter les sommes suivantes :

2019 12 2019 10 2019 2019
LYK=+ Y77=>0)0+ X k=>SkK+ P
k=0 k=0 j=..  p=0 k=11 k=0 i=0

. e,

2. Ik = e;j
i=0

3. In(k) =In(II...) =In( II ... II¢t )
= j=1 p=1"t=...
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Proposition : Lorsqu’une quantité ne dépend pas de 'indice de somme, des simplifications sont souvent possibles.
Si A € R est une constante :

n

> (Auy) =

k=0

n

(A—i—uk) =

>
Il
o

NE!

(u +vg) =

o

O(A’U,k) =
O(A +ug) =

(upvy) =

ol x> x> T
g»’:l:n:izu::lzn

Exercice 1.3 : Expliciter sous forme de somme puis calculer en fonction de n la quantité :

11+101+1001+...+10..01

n zéros

Exercice 1.4 : Ecrire les expressions suivantes avec le symbole II puis sous forme simplifiée a ’aide de la factorielle.

2x4x..x(2n—2)x2net 1 x3x..x(2n—1)x (2n+1)

Exercicel.5:

Simplifier en utilisant si besoin la notation factorielle :

n 3n+1 n’+3 n+1 n+3
_ _ 2 _ k _ (k+1)(k—1) _ (k+1)
Ap = k].;.[l(?)k) bn = k;l;[j T+l Cp = k;l;[3 (Ske +1) dn = st 3 en = o 3k—1)
Exercice 1.6 :
Calculer en fonction de n € N les expressions suivantes :
n n+1 n+2 2n
an, = > (=2)F b, = > 37F e, = Y (2Kt — 2k d, = II 23k+2
k=1 k=0 k=2 k=1
n 2n n
e, = 1112 fo= S (14 (-=1)")k gn = I 2kA=(=1)")
k=1 =i k=1
Exercice 1.7 :
Calculer en fonction de n € N les expressions suivantes :
n n n 2n
an = > (1+5In(k)) by = 11 —2Vk cn= > (In(k? — 1) — In(k — 1)) d, = TI (2k +1)
k=1 k=1 k=2 k=1
én k1;12(3k +6) fn k:£71(2k +1) Jn \/kgl((Gk + 3)257+T)

2 Changement d’indice et sommes télescopiques.

Exercice 2.1:

10 9 11
1. Calculer )k puis > (k+1) puis Y (k—1) . Que remarquez vous ?
k=1 k=0 k=2

5 4 6
2. Calculer kl:I1k puis kl:IO(k + 1) puis ;Eg(k —1) . Que remarquez vous 7
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On a déja vu que la lettre utilisée pour 'indice de somme n’était pas importante. L’important est ’ensemble que
décrit 'indice de somme (les entiers de 1 & 10, de 0 & n, ...). On utilisera souvent le résultat suivant :

Théoréme de changement d’indice : Soit (u,) une suite. Alors V(n,p,q) € N° tels que p < n.

n
> "y,
k=p

n-+q

k=p+q k=p—q
n n—+q n—gq
II u II up_g= 1II u
—q k+q
k=p k=p+q k=p—q

n—q
E , Uk—q = E , Uk+q

Exercice 2.2: (télescopique)

Soit n € N. En effectuant un changement d’indice démontrer les égalités suivantes:

i((k+3)37(k71)3) =n’+(n+1)°+(n+2)>°+ (n+3)°—36
k=1

n 3n(n+7)
kH (P33 =2
=1

Certains changement d’indices sont plus complexes que ceux du théoréme, encore une fois, I'important est ’emble
décrit par les indices de somme.
Exercice 2.3:

En posant i = 2n — k, calculer :

2zré(n—k) et 2if(n—k:)2
k=0 k=0

Exercice 2.4: (télescopique)

1. Pour n > 4, simplifier ’expression :

n

k+1
U, :Z3ln(k—1)
k=2

2. La suite (u,) admet-elle une limite ?

3. Quelle est la limite de la suite (u, — 61n(n)) ?
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Exercice 2.5: (télescopique)

Pour tout n € N*, on définit la suite

" 1
“"*Z;uk+u

1. Montrer qu’il existe a et b € R tels que :

1 a b
ReN , — %, 0
N T D TR TR

2. En déduire une expression simplifiée de u,,.

3. En déduire la convergence de la suite (uy,).

Exercice 2.6 :

On considére la suite (u,) définie par :
1

2
uTL

u; =1let Vn € N* upy1 = uy +

— 3
On pose v, = u;,.

1. Montrer que Vn € N*, v,41 — v, > 3.

2. En déduire que Vn € N*,u,, > v/3n.

3 Coefficients binomiaux et formule du binome de newton.

Définition : Soit n € N et k € Z. On définit le coefficient binomial :

(n) ﬁlk)' si0<k<n
k) o sinon

Le coefficient binomial (}) se lit “k parmi n”

Proposition : Soit n € Net k€ Z. On a :

/\3
N
Il
/~

3
N

k n—k

Démonstration :

Théoréme (formule de Pascal) : Soit n € N* et k € Z. On a:

(- G)

Démonstration :
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Théoréme (binéme de Newton) : Soient (a,b) € C? et n € N.

(a+b)" = En: (Z) akpnF

k=0

Démonstration :

Exemple : (a + b)% =
Exercice 3.1: Montrer que Vn € Nona Y (}) = 2".
k=0

Exercice 3.2: Montrer que Yn € Net z € Ry, on a (14 )" > 1+ nz.

. - . R — R .
Exercice 3.3 : En utilisant la fonction » calculer les sommes suivantes :
—_— x = (142

() G et 3 ()

k=0

Exercice 3.4:

n
Pour n € N*, on pose S,, = > (%l:rl)'
k=0

1. En faisant le changement d’indice i = 2n + 1 — k, trouver une autre expression de .S,.

2. En déduire la valeur de S,, en fonction de n.

Exercice 3.5 :

Soient n,p et k € N tels que p < k < n.

1. Montrer que (Z:g) (;) =) (2)

2. En déduire les valeurs de :

06 e S0
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Exercice 3.6 :

1. Démontrer & ’aide d’une fonction polynoémiale bien choisie que :

Y(n,p,q) € Nié(i) (n ¢ k) _ (P-;q>

2. En déduire des expressions simplifiées de :

4 Sommes doubles

Dans cette section on considére des suites (a; ;) indicées par deux entiers.

Exemple :
e Damier
[ aiﬁj =1 +j

Théroréme : Soient (m,n) € N? tels que m < n et (p,q) € N? tels que p < ¢. Soit (a; ;) une suite indicée par

deux entiers. On a :

n q q n
DL ag =) ag =) ) ai

p<j<q 1=mj=p j=pi=m

m<i<n

Remarque : on appelle ¢ca somme sur un carré car on peut représenter les indices de sommations par :
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Théroréme : Soient (m,n) € N? tels que m < n. Soit (a; ;) une suite indicée par deux entiers. On a :

n n n j
E , Qij = E :E :ai,j = E :E :am‘

m<i<j<n i=mj=t Jj=mi=m

Remarque : on appelle ¢ca somme sur un triangle car on peut représenter les indices de sommations par :

Exercice 4.1: Expliciter en fonction de n € N* les sommes suivantes :

an = >, 1 b= > i = >, (i+))

1<i,j5<n 1<i<j<n 1<i<j<n
dn= ) (i+j)2 en= > ij fn= > |i—Jj|
1<4,5<n 1<i<j<n 1<i,j5<n

Exercice 4.2 : Expliciter en fonction de n € N* les sommes suivantes :

= > 81 b,= > iln(j+1) cn = I 297

1<ij<n 1<i,j<n I<ijsn

o= ¥ @+1)  e= ¥ 2 fi= ¥ 2

1<j<3n 1<i<j<n 1<i<j<n
1<i<2n
.3 i2
i _ i . . _ 2
(plus difficile) g, = > iz (trés technique) h, = <_<H_< 473G+
1<i<j<n 1<i<j<3n

Exercice4.3: Calculer en fonction den e N = >~ (3)
1<i,j<n

Exercice4.4: Calculer en fonctionde n € N > max(i, j).
S — 1<ij<n



