Lycée La Prat’s PTSI

TD 0 bis Manipulation des symboles ) et II

Exercice 0.1: Soit (u,) la suite définie Vn € N par u,, =n.
10 10
1. Ona ) ug =55 puis Y ujp1 = 66.
k=0 3=0

5 5
2. Calculer Hlu,; = 120 puis Houp+1 = 720.
= p=

Exercice 0.2: Compléter les sommes suivantes :

2019 - 12 B 2019 B 10 B 2019 B 2019 B 2019 B
1. Zkozzka+ Zjazzpa+ de: Zka+ Z b
k=0 k=0 j=13  p=0 k=11 =0 i=0

Kk pair i impair
o2
2. ﬁ ek’ = ej;’]
=0
n? n? n n?
3. > In(k)=In(Ilj)=In(Ip It )
k=1 j=1 p=1 t=n+1

Exercice 0.3 : Expliciter sous forme de somme puis calculer en fonction de n la quantité :

n+1

10n+1 -1 10n+1 -1
= k = _— = _—
11+101+1001+...+10.:.01—}5_1(10 +1)=n+1+10 0-1 n+1+10 9
n zéros =

Exercice 0.4 : Ecrire les expressions suivantes avec le symbole II puis sous forme simplifiée a ’aide de la factorielle.

. 2><4><...x(2n—2)x2n:kﬁ12k:2nn!

_ 1x...x(2n+1) _ (2n41)!
o Ix3x..x(2n—=1)x(2n+1) = IXdx .. X(2n—2)x2n —  2nnl
Exercice 0.5:
Simplifier en utilisant si besoin la notation factorielle :
_ ﬁ — an,|
an = 11 (3k) = 3"n!
k=1
b — ?”ﬁrl 2 o311y 1 _ 2"7'x6
(e S 402 342 T @Bnt2)l
n243
n?+3 k1 2 1”2+3 n?+3 bl n241 (n243)! > k1 21 (n243)! (P44
en= I (3kefT1)=3""11 1I k II eft! =3m 1 2ien= =g+l 2he 2 .
k=3 k=3 k=3
_ D=1 ax2 5x3 (nd2)n | nl(nt2)!
n= 3 =73 3 T 3 T 3Ix6
e D 1 34 paa _ (naa)
n T o L3(k-1) T 321027 nt2 T 3P (nt2)Ix2

Exercice 0.6 :

Calculer en fonction de n € N les expressions suivantes :

an = Y (-2 = (-2 = 32" - 1)
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n+1 1\n+2 1yn+2
_ 1-(% 1—(% n
b= 3 = S - =0 )
n+2
Cn= Y (2FF1 —2F 1) =923 9l 494 92 495 93 4 | pon¥S _ondl —ondS L ont2 g 9
k=2

W skt _ W o3k on 2 ok on g 82"—1 _ 83"l _gni1
dy = T0 236+2 = T1 4.93F — 420 TT gh — 420 g 87 =1 — 87" sy
k=1 k=1 k=1

2

n s
en= I1125 = 1250 =12

n(n+1)(2n+1)
6

2n
fo=> 04+ (-DFk=01+224+03+24+..+22n=4(1+...+n) =2n(n+1)
k=1
l4n—1 n n2 . .
gn = H ok(1—(—1)%) _ o ,z_:lk(l =" _ 92.140.24..n(1—(-1)") _ 47 =4 , Sl 1 est pair
n 14n n+l (n+1) . . .
—1 472 "2 =4 1 S1 n impair

Exercice 0.7 :

Calculer en fonction de n € N les expressions suivantes :

— S (14 5In(k)) = n+5ln(n))
k=1

by = ,}iﬂ — 2VE = (=2)"Vnl

n

= 3 k2 —1) —In(k— 1)) = 3 Wm(E=L) = 3 In(k +1) = In(n!/2)

k=2 k=2 k=2

2n
dp = TI (2k +1) = Gt = Gotll
k=1 E (2k)

_ i _ 0 _ qn—1(n+2)!
en = IL(8k+6) = I (3(k+2)) =3 £

n

fo= T (2k+1)=(=2n—1)(=2n+1)..(~1).1.3..(2n + 1) = (=1)"(1.3...(2n + 1))? = (~1)" (@;ﬂ;j!)‘)Q

k=—n—1

g0 = {/J1((6k+3)257)

2k

-9 {/kﬁl((% +1)257H)

() 55
nn

— 91 ((2n+1)!)2 5n

I
@

2nnl

_ 45 n ((2n+1)!>2
- 4 n!

1 Changement d’indice et sommes télescopiques.

Exercicel.1:
10 9 11
1. Ona Y k=55puis > (k+1)=55puis Y (k—1)=>55. C’est la méme chose.
k=1 k=0 k=2

5 4 6
2.0na kllllk = 120 puis k;l:[o(k +1) =120 puis II (k—1) =120 . C’est la méme chose.
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On a déja vu que la lettre utilisée pour 'indice de somme n’était pas importante. L’important est ’ensemble que
décrit 'indice de somme (les entiers de 1 & 10, de 0 & n, ...). On utilisera souvent le résultat suivant :

Théoréme de changement d’indice : Soit (u,) une suite. Alors V(n,p,q) € N° tels que p < n.

n n+q n—q
DTS ST SRvee
k=p k=p+q k=p—q

n n+q n—q
kl;IPUk B k:11_7[+quiq - kzlz_vlfququ

Exercice 1.2: (télescopique)

Soit n € N.
n n+3 n-1
S (k3 - (k-1 = L%
k=1 j=4 7=0
n—1 n—1
) = YR n+m+1)P4+m+2°2+(n+3)3 - 3% -3%-23 13
Jj=4 j=4
= 18+ (n+ 17+ (n+2)° + (n+3)? — 36
n n 3
1I (ek+3)3 _ I ek+3
k=1 k=1
g 3
> k+3>
= ek:l
° ni3j 3
= ek:4
( n(n+7) 3
= e 2
= e 2

Exercice1.3:

Posons i = 2n — k, et calculons :

2n 0
d.(n—k) = >i-n
k=0 i=2n
2n 2n
) = >i—n  Ainsi > (n—k)=0.
i=0 k=0
= Sk
k=0
. 22’5 (n— k)2 = 22”:1.2 _ a(n+1)@n+1)
k=0 i=0 s
Exercice 1.4: (télescopique)
1. Pour n > 4,0n a:
u, = > 3In(¥) =3 <Z In(k+1)— > In(k — 1)) =3(ln(n+ 1) + In(n) — In(2))
k=2 k=2 k=2

2. La suite (u,) tend donc vers +oo.

3. Onau, —6In(n) =3(In(n+1) —In(n)) — 3In(2) =3In(1 + L) - 3In(2) - —3In2

n
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Exercice 1.5: (télescopique)

Pour tout n € N*, on définit la suite

k=1
1. On a:
1 1
Vk € N*, = -
k(k+1) k k+1
il N1 anl ndly 1
2. Ainsi u, = iy 1 51 I_q_ 1
Py v L v R v it

3. Ainsi la suite (u,) converge vers 1.

Exercice1.6:

On consideére la suite (u,,) définie par :

1
2
Uy

u; =1let Vn € N* upy1 = uy +

— 3
On pose v, = u;.

1. Tl est immédiat que (u,) est une suite & valeurs positives. Soit n € N.

_ .3 3
Ungl —Un = Up,q — Uy
1 3
(un + E) — Uy,
_ .3 1 1 3
= un+ﬁ+3+ﬁ_un
1 1
3+ s + w
> 3
2. Soit n € N. On écrit alors :
n
3 _
u o= ) vp — Vg1
k=1
n
> 33
k=1
= 3n
Ainsi

Un > V3n

2 Coeflicients binomiaux et formule du binome de newton.

Exercice2.1: On a Zn: (Z) = Zn: (Z) 1F1n=k = (14 1)" = 27,
k=0 k=0

Exercice2.2: Soit n € Net x € Ry, on a

1+x)" = Z(Z)a:klnk = Z(Z)zk =1 +nx+z<2)xk >1+nx
k=0 k=0 k=2
>0

Exercice 2.3 : Posons f :

8 X

%
— (I+x)"

Soit x € R. 1I se trouve que f(z) = Xn: (D)a* et f'(z) = Xn: (Dka*=t =n(l +2)" ! et donc f"(z) = > (7)k(k —
k=0 =0 k=0
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n

o YR = /(1) =n2v!
k=0

o R2(T) = f(1) + f/(1) = n(n — )22 + n2n1 = n272(3n — 1)
k=0

« Y () =3
k=0

Exercice2.4:

n

Pour n € N*, on pose S, = > ().

k
k=0
n+1 9 2n+1 9 2n+1 9
En faisant le changement d’indice i =2n+1—k, S, = > () = (o) = > ().
1=2n+1 1=n—+1 1=n—+1
Ainsi 28, = zn: (2n+1) n 2%-1 (Qn-‘rl) _ le(gn‘f'l) — 92n+1 ot S = 922n — yn
" k=0 k 1=n-+1 ‘ 1=0 : " .

Exercice 2.5 :

Soient n,p et k € N tels que p < k < n.

1. On a (Z:ﬁ) (Z) = (k—p)!(ziigig(n—p)l = (k—p)!?TIL—k)Ip! = (k—p)!z!i,k—!k)!p!k! = (2) (f;)
2. Ainsi

G0 = S EE = ()50 = (2

p=0 p=0 p=0
n

SEDEOE) = S DR

k=p

= BT e

(-1 S (1 (e
(

= Oy
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Exercice 2.6 :

1. Démontrer & ’aide d’une fonction polynoémiale bien choisie que :

s ~~(P\( 4 P+q
\ ’ =
e (0,1 )= ()
k=0
2. En déduire des expressions simplifiées de :
> (1) et DoE(R)
p=0 k=0
3 Sommes doubles
Exercice 3.1 : Expliciter en fonction de n € N* les sommes suivantes :
Uy = i= i il i n(n+1) _ n?(n+1)
1<i,5<n Jj=1li=1 7j=1 2
noJ . 2 I+1 " n(n+1)(2n+1 n(n+1 n(n+1 n(n+1)(n—1
b, = Z 22221223(3;) %232 _%(( )6( ) _ (2 )): (12)(271—2): ( 6)( )
1<i<j<n j=1li=1 j=1 j=1
nj_ G n n(n+1)(2n+1 n(n+1 n(n41)?2
= N (i) = X3 g) = NI 4= 530857+ = (R 4 g - e
1<i<j<n j=li=1 j=1 j=1
do = 3 (i+))?
1<i,5<n
= > Y i+ 2ij + 52
j=1i=1
_ Zln(7L+1)6(2n+1) +2jn(n2+1) +nj2
J:
2 2
_ n (n+1g(2n+1) +n(n+ 1) n(n2+1) + o (n+1§(2n+1)
= w0 d D (o)
n?(n+1)(7n+5)
6
€n = Z Z]
1<i<j<n
n j_l, )
= 22
j=2i=1
— i] (=1
Jj=2 ?
= 52507
j=1
_ % ( 2(n+1)2 . n('rL+1)6(2n+1)>
= e (2 )
= %4 n(n+1)(3n? —n —2)
= gnn+D(n-1)n+3)
f = Z |i—j|exo

1<ij<n

Exercice 3.2 : Expliciter en fonction de n € N* les sommes suivantes :

Ay = Z 81"!‘] — Z 28183 — ZSJSSW% _ (88n7_1)2
1<i,j<n j=1li= =1

b= 3 il +1)= 3 I+ )X =In((n+ ). 25
1<i,j<n j=1 i=1
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S

n

nyj
I 2297 = II 11 2i%97 = 2” 1’[9"371'2 =2" n'2"9 =1 = gn®p)2ngn

n

n(n+1)
2

“n = e 1i=1 — on’pl2ngn®(nt1)
<i,j<n j=li=
nn o 2n(2n+1)(4n+1)
dn:1<2<3 (i24+1) = le( 1) = Zl2n+ le = 21271—1—7—671 +n2(2n+1)(4n+1)
<j<3n j=li j= i= j=
1§Z§2n
= 3 2 =3 22123 S 299(20 — 1) = 2(4.4°71 —9(2n — 1)) = 24" =327 42
1<i<j<n Jj=1li= j=1
f — Z 2i+j — Z 2i+j o zn:22j _ 24n+1,3.2n+1+2 o 4‘4"71 — 4n+1,3.2n+2+8‘
1<i<j<n 1<i<j<n iz ° ’ °
i3
gn = e
1<i<j<n VT
.2
h, = 1T 43G+D)
1<i<j<3n

Exercice 3.3 :

> M=

0<4,5<n Jj=0i=

Exercice 3.4:

> max(i,j)

1<i,j<n

<
= L=
~ 4

S () =

<.
I
o

M:

S 2 =2t 1

Jj=0

S0 =

7=0i=0

n

2 max(i, j)

J

<2J+ Z

i=j+1

)

<.
I

M:

n“—j°4+n—
(1) ¢ 2miancd

<
Mﬁg

<.
Il

:w\»—m\»—l NI

2+j2+n+j

n3 +n +n(n+1)(2n+1) +n(n+1)

o=l

6
n(n+1) (n—i— 2"“ + 5)

8n+4
n(n 4 1)

(n+1)(2n+1)
3

)



