
Lycée La Prat's PTSI

TD 0 bis Manipulation des symboles
∑

et Π

Exercice 0.1 : Soit (un) la suite dé�nie ∀n ∈ N par un = n.

1. On a
10∑
k=0

uk = 55 puis
10∑
j=0

uj+1 = 66.

2. Calculer
5

Π
i=1

ui = 120 puis
5

Π
p=0

up+1 = 720.

Exercice 0.2 : Compléter les sommes suivantes :

1.
2019∑
k=0

k5 =
12∑
k=0

k5 +
2019∑

j5

j=13

=
10∑
p=0

p5 +
2019∑
k=11

k5 =
2019∑
k=0
k pair

k5 +
2019∑
i=0

i impair

i5

2.
n

Π
i=0

ek
2

= e

n∑
j=0

j2

3.
n2∑
k=1

ln(k) = ln(
n2

Π
j=1

j) = ln(
n

Π
p=1

p
n2

Πt
t=n+1

)

Exercice 0.3 : Expliciter sous forme de somme puis calculer en fonction de n la quantité :

11 + 101 + 1001 + ... + 1 0...0︸︷︷︸
n zéros

1 =

n+1∑
k=1

(10k + 1) = n + 1 + 10
10n+1 − 1

10− 1
= n + 1 + 10

10n+1 − 1

9

Exercice 0.4 : Ecrire les expressions suivantes avec le symbole Π puis sous forme simpli�ée à l'aide de la factorielle.

• 2× 4× ...× (2n− 2)× 2n =
n

Π
k=1

2k = 2nn!

• 1× 3× ...× (2n− 1)× (2n + 1) = 1×...×(2n+1)
2×4×...×(2n−2)×2n = (2n+1)!

2nn!

Exercice 0.5 :

Simpli�er en utilisant si besoin la notation factorielle :

an =
n

Π
k=1

(3k) = 3nn!

bn =
3n+1

Π
k=3

2
k+1 = 23n−1. 14 × ...× 1

3n+2 = 23n−1×6
(3n+2)! .

cn =
n2+3

Π
k=3

(3kek+1) = 3n
2+1

n2+3

Π
k=3

k
n2+3

Π
k=3

ek+1 = 3n
2+1 (n2+3)!

2 e

n2+3∑
k=3

k+1
= 3n

2+1 (n2+3)!
2 e

(n2+7)(n2+1)
2 .

dn =
n+1

Π
k=3

(k+1)(k−1)
3 = 4×2

3 . 5×3
3 ... (n+2)n

3 = n!(n+2)!
3n−1×6

en =
n+3

Π
k=2

(k+1)
3(k−1) = 1

3n+2
3
1 .

4
2 ...

n+4
n+2 = (n+4)!

3n+2(n+2)!×2

Exercice 0.6 :

Calculer en fonction de n ∈ N les expressions suivantes :

an =
n∑

k=1

(−2)k = (−2) (−2)n−1
−2−1 = 2

3 ((−2)n − 1)

1
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bn =
n+1∑
k=0

3−k =
1−( 1

3 )n+2

1− 1
3

=
1−( 1

3 )n+2

2
3

= 3
2 (1− ( 1

3 )n+2)

cn =
n+2∑
k=2

(2k+1 − 2k−1) = 23 − 21 + 24 − 22 + 25 − 23 + ... + 2n+3 − 2n+1 = 2n+3 + 2n+2 − 4− 2

dn =
2n

Π
k=1

23k+2 =
2n

Π
k=1

4.23k = 42n
2n

Π
k=1

8k = 42n.8. 8
2n−1

7 = 83n+1−8n+1
7

en =
n

Π
k=1

12k
2

= 12

n∑
k=1

k2

= 12
n(n+1)(2n+1)

6

fn =
2n∑
k=1

(1 + (−1)k)k = 0.1 + 2.2 + 0.3 + 2.4 + ... + 2.2n = 4(1 + ... + n) = 2n(n + 1)

gn =
n

Π
k=1

2k(1−(−1)k) = 2

n∑
k=1

k(1−(−1)k)
= 22.1+0.2+...n(1−(−1)n) =

{
4

1+n−1
2 .n2 = 4

n2

4 si n est pair

4
1+n
2 .n+1

2 = 4
(n+1)2

4 si n impair

Exercice 0.7 :

Calculer en fonction de n ∈ N les expressions suivantes :

an =
n∑

k=1

(1 + 5 ln(k)) = n + 5 ln(n!)

bn =
n

Π
k=1
− 2
√
k = (−2)n

√
n!

cn =
n∑

k=2

(ln(k2 − 1)− ln(k − 1)) =
n∑

k=2

ln(k2−1
k−1 ) =

n∑
k=2

ln(k + 1) = ln(n!/2)

dn =
2n

Π
k=1

(2k + 1) = (4n+1)!
2n
Π

k=1
(2k)

= (4n+1)!
22n(2n)!

en =
n

Π
k=2

(3k + 6) =
n

Π
k=2

(3(k + 2)) = 3n−1 (n+2)!
6

fn =
n

Π
k=−n−1

(2k + 1) = (−2n− 1)(−2n + 1)...(−1).1.3...(2n + 1) = (−1)n(1.3...(2n + 1))2 = (−1)n
(

(2n+1)!
2nn!

)2

gn = n

√
n

Π
k=1

((6k + 3)25
2k

n+1 )

= 9 n

√
n

Π
k=1

((2k + 1)25
2k

n+1 )

= 9
n

√(
(2n+1)!

2nn!

)2

.5

n∑
k=1

2k
n+1

= 9
n

√(
(2n+1)!

2nn!

)2

.5n

= 45
4

n

√(
(2n+1)!

n!

)2

1 Changement d'indice et sommes télescopiques.

Exercice 1.1 :

1. On a
10∑
k=1

k = 55 puis
9∑

k=0

(k + 1) = 55 puis
11∑
k=2

(k − 1) = 55. C'est la même chose.

2. On a
5

Π
k=1

k = 120 puis
4

Π
k=0

(k + 1) = 120 puis
6

Π
k=2

(k − 1) = 120 . C'est la même chose.

2
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On a déjà vu que la lettre utilisée pour l'indice de somme n'était pas importante. L'important est l'ensemble que
décrit l'indice de somme (les entiers de 1 à 10, de 0 à n, ...). On utilisera souvent le résultat suivant :

Théorème de changement d'indice : Soit (un) une suite. Alors ∀(n, p, q) ∈ N3 tels que p < n.

n∑
k=p

uk =

n+q∑
k=p+q

uk−q =

n−q∑
k=p−q

uk+q

n

Π
k=p

uk =
n+q

Π
k=p+q

uk−q =
n−q
Π

k=p−q
uk+q

Exercice 1.2 : (télescopique)

Soit n ∈ N.

•

n∑
k=1

((k + 3)3 − (k − 1)3) =
n+3∑
j=4

j3 −
n−1∑
j=0

j3

=
n−1∑
j=4

j3 + n + (n + 1)3 + (n + 2)3 + (n + 3)3 −
n−1∑
j=4

j3 − 33 − 23 − 13

= n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 + (n + 3)3 − 36

•

n

Π
k=1

(ek+3)3 =

(
n

Π
k=1

ek+3

)3

=

(
e

n∑
k=1

k+3
)3

=

e

n+3∑
k=4

j

3

=
(
e

n(n+7)
2

)3

= e
3n(n+7)

2

Exercice 1.3 :

Posons i = 2n− k, et calculons :

•

2n∑
k=0

(n− k) =
0∑

i=2n

i− n

=
2n∑
i=0

i− n

= −
2n∑
k=0

(n− k)

Ainsi
2n∑
k=0

(n− k) = 0.

•
2n∑
k=0

(n− k)2 = 2
n∑

i=0

i2 = n(n+1)(2n+1)
3

Exercice 1.4 : (télescopique)

1. Pour n ≥ 4, on a :

un =
n∑

k=2

3 ln(k+1
k−1 ) = 3

(
n∑

k=2

ln(k + 1)−
n∑

k=2

ln(k − 1)

)
= 3(ln(n + 1) + ln(n)− ln(2))

2. La suite (un) tend donc vers +∞.

3. On a un − 6 ln(n) = 3 (ln(n + 1)− ln(n))− 3 ln(2) = 3 ln(1 + 1
n )− 3 ln(2)→ −3 ln 2

3
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Exercice 1.5 : (télescopique)

Pour tout n ∈ N∗, on dé�nit la suite

un =

n∑
k=1

1

k(k + 1)

1. On a :

∀k ∈ N∗,
1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1

2. Ainsi un =
n∑

k=1

1
k −

n∑
k=1

1
k+1 =

n∑
k=1

1
k −

n+1∑
k=2

1
j = 1− 1

n+1 .

3. Ainsi la suite (un) converge vers 1.

Exercice 1.6 :

On considère la suite (un) dé�nie par :

u1 = 1 et ∀n ∈ N∗, un+1 = un + 1
u2
n

On pose vn = u3
n.

1. Il est immédiat que (un) est une suite à valeurs positives. Soit n ∈ N.
vn+1 − vn = u3

n+1 − u3
n

=
(
un + 1

u2
n

)3

− u3
n

= u3
n + 1

u6
n

+ 3 + 1
u3
n
− u3

n

= 3 + 1
u6
n

+ 1
u3
n

≥ 3

2. Soit n ∈ N. On écrit alors :

u3
n =

n∑
k=1

vk − vk−1

≥
n∑

k=1

3

= 3n
Ainsi

un ≥ 3
√

3n

2 Coe�cients binomiaux et formule du binome de newton.

Exercice 2.1 : On a
n∑

k=0

(
n
k

)
=

n∑
k=0

(
n
k

)
1k1n−k = (1 + 1)n = 2n.

Exercice 2.2 : Soit n ∈ N et x ∈ R+, on a

(1 + x)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk1n−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk = 1 + nx +

n∑
k=2

(
n

k

)
xk

︸ ︷︷ ︸
≥ 0

≥ 1 + nx

.

Exercice 2.3 : Posons f :
R → R
x 7→ (1 + x)n

Soit x ∈ R. Il se trouve que f(x) =
n∑

k=0

(
n
k

)
xk et f ′(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)
kxk−1 = n(1 + x)n−1 et donc f ′′(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)
k(k −

1)xk−2 = n(n− 1)(1 + x)n−2. De plus
∫ x

0
f(t)dt =

n∑
k=0

(
n
k

)
xk+1

k+1 = (1+x)n+1

n+1 . Ainsi :

4
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•
n∑

k=0

k
(
n
k

)
= f ′(1) = n2n−1

•
n∑

k=0

k2
(
n
k

)
= f ′′(1) + f ′(1) = n(n− 1)2n−2 + n2n−1 = n2n−2(3n− 1)

•
n∑

k=0

1
k+1

(
n
k

)
= 2n+1

n+1

Exercice 2.4 :

Pour n ∈ N∗, on pose Sn =
n∑

k=0

(
2n+1

k

)
.

En faisant le changement d'indice i = 2n + 1− k, Sn =
n+1∑

i=2n+1

(
2n+1

k

)
=

2n+1∑
i=n+1

(
2n+1

2n+1−i
)

=
2n+1∑
i=n+1

(
2n+1

i

)
.

Ainsi 2Sn =
n∑

k=0

(
2n+1

k

)
+

2n+1∑
i=n+1

(
2n+1

i

)
=

2n+1∑
i=0

(
2n+1

i

)
= 22n+1 et Sn = 22n = 4n.

Exercice 2.5 :

Soient n, p et k ∈ N tels que p ≤ k ≤ n.

1. On a
(
n−p
k−p
)(

n
p

)
= (n−p)!n!

(k−p)!(n−k)!p!(n−p)! = n!
(k−p)!(n−k)!p! = n!k!

(k−p)!(n−k)!p!k! =
(
n
k

)(
k
p

)
.

2. Ainsi

•
k∑

p=0

(
n−p
k−p
)(

n
p

)
=

k∑
p=0

(
n
k

)(
k
p

)
=
(
n
k

) k∑
p=0

(
k
p

)
=
(
n
k

)
2k

•

n∑
k=p

(−1)k
(
n
k

)(
k
p

)
=

n∑
k=p

(−1)k
(
n−p
k−p
)(

n
p

)
=

(
n
p

) n∑
k=p

(−1)k
(
n−p
k−p
)

=
i=k−p

(
n
p

)n−p∑
i=0

(−1)i+p
(
n−p
i

)
=

(
n
p

)
(−1)p

n−p∑
i=0

(−1)i
(
n−p
i

)
1n−p−i

=
(
n
p

)
(−1)p(−1 + 1)n−p

=

{
0 si n 6= p(
n
p

)
(−1)p sinon

5
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Exercice 2.6 :

1. Démontrer à l'aide d'une fonction polynômiale bien choisie que :

∀(n, p, q) ∈ N3,

n∑
k=0

(
p

k

)(
q

n− k

)
=

(
p + q

n

)
2. En déduire des expressions simpli�ées de :

n∑
p=0

(
n
k

)2
et

n∑
k=0

k
(
n
k

)2
.

3 Sommes doubles

Exercice 3.1 : Expliciter en fonction de n ∈ N∗ les sommes suivantes :

an =
∑

1≤i,j≤n
i =

n∑
j=1

n∑
i=1

i =
n∑

j=1

n(n+1)
2 = n2(n+1)

2

bn =
∑

1≤i≤j≤n
i =

n∑
j=1

j∑
i=1

i =
n∑

j=1

j(j+1)
2 = 1

2

n∑
j=1

j2 − j = 1
2 (n(n+1)(2n+1)

6 − n(n+1)
2 ) = n(n+1)

12 (2n− 2) = n(n+1)(n−1)
6

cn =
∑

1≤i≤j≤n
(i + j) =

n∑
j=1

j∑
i=1

(i + j) =
n∑

j=1

j(j+1)
2 + j2 = 1

2

n∑
j=1

3j2 + j = 1
2 (n(n+1)(2n+1)

2 + n(n+1)
2 ) = n(n+1)2

2

dn =
∑

1≤i,j≤n
(i + j)2

=
n∑

j=1

n∑
i=1

i2 + 2ij + j2

=
n∑

j=1

n(n+1)(2n+1)
6 + 2j n(n+1)

2 + nj2

= n2(n+1)(2n+1)
6 + n(n + 1)n(n+1)

2 + n2(n+1)(2n+1)
6

= n2(n + 1)
(

2n+1
3 + n+1

2

)
= n2(n+1)(7n+5)

6

en =
∑

1≤i<j≤n
ij

=
n∑

j=2

j−1∑
i=1

ij

=
n∑

j=2

j. (j−1)j
2

= 1
2

n∑
j=1

j3 − j2

= 1
2

(
n2(n+1)2

4 − n(n+1)(2n+1)
6

)
= 1

4n(n + 1)
(

n(n+1)
2 − 2n+1

3

)
= 1

24n(n + 1)
(
3n2 − n− 2

)
= 1

8n(n + 1)(n− 1)(n + 2
3 )

fn =
∑

1≤i,j≤n
| i− j | exo

Exercice 3.2 : Expliciter en fonction de n ∈ N∗ les sommes suivantes :

an =
∑

1≤i,j≤n
8i+j =

n∑
j=1

n∑
i=1

8i8j =
n∑

j=1

8j .8 8n−1
7 =

(
8 8n−1

7

)2
bn =

∑
1≤i,j≤n

i ln(j + 1) =
n∑

j=1

ln(j + 1)
n∑
i

i=1

= ln((n + 1)!).n(n+1)
2

6
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cn = Π
1≤i,j≤n

2i29j =
n

Π
j=1

n

Π
i=1

2i29j = 2n
2 n

Π
j=1

9njn!2 = 2n
2

n!2n9
n

n∑
j=1

j

= 2n
2

n!2n9n
n(n+1)

2 = 2n
2

n!2n3n
2(n+1)

dn =
∑

1≤j≤3n

1≤i≤2n

(i2 + 1) =
3n∑
j=1

2n∑
i=1

(i2 + 1) =
3n∑
j=1

2n +
2n∑
i=1

i2 =
3n∑
j=1

2n + 2n(2n+1)(4n+1)
6 = 6n2 + n2(2n + 1)(4n + 1)

en =
∑

1≤i≤j≤n
2i+j =

n∑
j=1

j∑
i=1

2i2j =
n∑

j=1

2j2(2j − 1) = 2(4. 4
n−1
3 − 2(2n − 1)) = 24n+1−3.2n+1+2

3

fn =
∑

1≤i<j≤n
2i+j =

∑
1≤i≤j≤n

2i+j −
n∑

j=1

22j = 2 4n+1−3.2n+1+2
3 − 4. 4

n−1
3 = 4n+1−3.2n+2+8

3 .

gn =
∑

1≤i≤j≤n

i3

(j+1)2

hn = Π
1≤i≤j≤3n

4
i2

j(j+1)

Exercice 3.3 :∑
0≤i,j≤n

(
j
i

)
=

n∑
j=0

n∑
i=0

(
j
i

)
=

n∑
j=0

j∑
i=0

(
j
i

)
=

n∑
j=0

2j = 2n+1 − 1

Exercice 3.4 :∑
1≤i,j≤n

max(i, j) =
n∑

j=0

n∑
i=0

max(i, j)

=
n∑

j=0

(
j∑
j

i=0

+
n∑

i=j+1

i

)
=

n∑
j=0

j(j + 1) + (n+j+1)(n−j)
2

=
n∑

j=0

j(j + 1) + n2−j2+n−j
2

=
n∑

j=0

n2+j2+n+j
2

= 1
2

(
n3 + n2 + n(n+1)(2n+1)

6 + n(n+1)
2

)
= 1

2 .n(n + 1)
(
n + 2n+1

6 + 1
2

)
= 1

2 .n(n + 1) 8n+4
6

= n(n+1)(2n+1)
3

.
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