Lycée La Prat’s PTSI

TD 0 Ensembles, logique, applications CORRIGE

1 Raisonnement par la contraposée

Exercicel.1:

Soit n € N. Suppsons que n est impair. Tout nombre impair s’écrit sous la forme 4k + 1 ou 4k + 3 alors on a deux
cas de figure :

1. n? —1=(4k +1)? — 1 =16k* + 8k + 1 — 1 = 16k* + 8k qui est divisible par 8.

2. n? — 1= (4k +3)? — 1 = 16k* + 24k + 9 — 1 = 16k* + 24k + 8 qui est aussi diisible par 8.

Par la contraposée, si n? — 1 n’est pas divisible par 8 c’est que n’est pair.
Exercice1.2:

Soit a € R;. Montrer par la contraposée que :

Ve>0,a<e=a=0

Supposons que a # 0 alors si on prend € = ¢, on a € < a et donc I'assertion "Ve > 0,a < €” est fausse.
Exercice1.3:

Soient a et b € R.

1. Supposons a,b € Q. Alors il existe p1,p2,q1,q2 des entiers avec g1 # 0 et gz # 0 tels que :

a= % et b= Z—E.Ainsi a+b= % € Q. On a montré, par la contraposée que :

a+b¢Q=a¢Qoub¢Q

2. La réciproque est fausse : V2 + (—\/?) =0 € Q alors que ni \/5, ni —v/2 ne sont rationnels.

Exercicel.4:

n
Par contraposée si max(aq,...an) < T—Af alors pour tout k, ay < 7ML et dans ce cas Y ar < M.
k=1

2 Raisonnements par ’absurde

Exercice 2.1:

3 Raisonnement par analyse synthése

Exercice 3.1:

Supposons que 'on dispose d’une fonction f: N — R vérifiant :

¥(m,n) € N, f(m +n) = f(m) + f(n).

e Nécessairement f(0+0) = f(0) + f(0) = 2f(0) et donc f(0) =0
e Deméme f(2) = f(1+1) = f(1)+ f(1) =2f(1).
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e De meme f(3) = f(2+1) = £(2) + f(1) = 2f(1) + F(1) = 3/(1)
On montre par récurrence que pour tout n € N, on a f(n) =nf(1).

1. La propriété est vraie au rang 0,1, 2 et méme 3.

2. Soit n € N tel que f(n) =nf(1). On a:

fln+1) = f(n)+ f(1) =nf(1) + f(1) = (n+1)f(1).

et la propriété est héréditaire donc vraie.

Réciproquement toute fonction de la forme f(n) = an avec a € R fonctionne. En effet :

a(m+n) = am + an.

4 Quantificateurs et négation d’assertions
Exercice4.1:

1. II pleut et je ne prends pas mon parapluie.

2. Il y a eu un été sans jour de pluie & Toulouse.
3. dreA,z<?2

4. VYye B:y<5

5. 2>zoux <3
Exercice4.2:

1. 3z€ A:Vye B,z >y

2. Vz e ILVy eI, f(z) = f(y)

3. meN:u, >4

4. 3e>0:3xeR:Vn>0,FyeR:|z—y|<nET | f(z)— f(y)|>e
5. Je>0:Vn>0,3(z,y) €ER?:| 2 —y |<nET | f(x) — f(y) |> ¢

Exercice 4.3 :

Ecrire les assertions suivantes avec des quantificateurs :

1. Vn e N,u, > 12

2. JAeR:VneN,u, > A
3.VAeR,IneN:u, < A

4. JAcR:VneN,|u, |< A

5. Y(z,y) € R?, f(x) = f(y)

6. IxeR: f(z)=0

7. dzg e R:Vz € R, f(z) > f(xo)
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Exercice 4.4 : (ordre des quantificateurs) :

1. (a) Ve e R,Jy € R: 2 <y VRAI on chosit y en fonction de z.
(b) 3z e R:Vy € R,z < y FAUX il n’existe pas de réel plus petit que tous les autres.

2. (a) Ve>0,VzeR,In>0:VyeR,|z—y|<n=| f(z)— f(y) |< e est impliquée par la suivante car ici 7
dépend & priori de =

(b) Ve > 0,37 >0:V(x,y) € R? |2 —y |[<n =] f(z) — f(y) |< € ici n ne dépend que de € donc va convenir
dans le cas au dessus.

3. Il n’y a pas de différence entre les assertions suivantes (on peut échanger deux symboles V)
(a) Vo € R,Vy € R*, 22 + ¢y > 0
(b) Vy e R*,Vx e R, 22 + 4% >0

4. Il n’y a pas de différence entre les assertions suivantes (on peut échanger deux symboles 3)

(a) Ixr e R,y e R*, 22+ 92 >0
(b) Iy eR*, Fr e R, 22+ 4> >0

5 Ensembles

Exercice 5.1 :
Soit E un ensemble et soient A et B € P(F) telles que AUB = AN B.
On procéde par double inclusion :
e C)Soitz € A. Ona AC AUB donc xz € AUB mais AUB = AN B donc © € AN B et en particulier x € B.
On adonc A C B.
e D)Soitz € B. Ona B C AUB donc z € AUB mais AUB = AN B donc x € AN B et en particulier z € A.
On a donc B C A.
Ainsi A = B.
Exercice5.2:

(manipulation) : Soit F un ensemble et (A, B,C) € P(E)3. Montrer que :

A\ (BUC) = (A\B)N(A\C).

e C)Soit z € A\(BUC)alorsze Aetz¢ BUC. Or
¢ BUC < NON(x € BUC)= NON(zx€eBOUze(C)sa¢ BET z ¢ C.

Ainsi x € Amais ¢ ¢ Bet x € Amais z ¢ C. On a bien z € (A\ B)N(A\ C) et par conséquent
A\ (BUC)C (A\B)n(A\ ).

e D) Soit x € (A\B)N(A\C) alorsz € Aet x ¢ Bet z € Aet x ¢ C ce qui se résume (on a deux fois la méme
assertion) Az € Aet v ¢ Bet x ¢ C qui équivaut & z € Aet © ¢ BUC (cf ce qui précéde sur la négation
d’appartenir & BU C)
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6 Applications injectives, surjectives et bijectives.
Exercice 6.1 :

1. On se rend compte que f(n) > 0 donc 0 n’a pas d’antécédent par f et donc f n’est pas surjective. En revanche
si m et n sont des entiers naturels,

fm)=f(n)em+l=n+lem=n

Donc f est infective.

Il est immediat que g(0) = g(1) donc g n’est pas injective. En revanche si m € N, alors m = g(m — 1) donc g
est bien surjective.
1 sin=0
2. SoitneN.Onafog(n):{ et go f(n) =n.

n  sinon

Exercice 6.2:

1. Supposons que f n’est pas injective : I(z,y) € E? tels que x # y et f(x) = f(y). Alors

go f(z)=g(f(x)) =9(f(y) =go f(y)

et go f n’est pas injective. Par la contraposée g o f injective = f injective. En revanche on ne peut rien dire
de g, si je prends E = F = G et f = g = idg alors la composée est injective avec g injective mais ’exercice
précédent montre un g o f injectif avec un g non injectif.

2. Supposons que g n’est pas surjective : Jy € F tels que f(x) = y est une equation sans solution. S’il existe
r € F tel que :
y=go f(x)
alors f(z) est un antécédent & y par g. C’est absurde donc g o f n’est pas surjective. Par la contraposée g o f
surjective = ¢ surjective. En revanche on ne peut rien dire de f, si je prends E = FF = G et f = g = idg
alors la composée est surjective avec f surjective mais l’exercice précédent montre un f o g surjectif avec un
g non surjectif.

Exercice 6.3 :
Exercice 6.4 :

Soient (z,t) € R2. On cherche (z,y) € R? tel que f(x,y) = (2,t).

f(z,y) = (21
& (v-3y2r+4y) = (z1)
r—3y==z
20 +4y =t

3t+82
10

_ t—2z

¥Y="10

xr =

Ainsi on a prouvé qu’il existait un unique antécédent a tout élément de I’ensemble d’arrivée. Donc f est bien
bijective.

Exercice 6.5 : O n considére la fonction f : R? — R? définie V(z,y) € R? par :

—3r+4y—4 dx+3y+2
5 ’ 5

[z, y) = ( )
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1. Soient (z,y) € R%. Calculons :

foflzy)
= f(f(z,y))

—3r+4y—4 4dr+3y+2
- s R

X Y
3X+4Y 4 4X43Y+2

_3= 51‘+4y 4+4414§3q+2 4 4= Ja‘+4y 4+34w+dy+2+2

(=

(= : :

(937 12y+12416x+12y+48— 20 —12z+16y— 16+12£+9y+6+10)
25 25

(z,9)

2. Ainsi f o f = idg> donc f est bijective (et meme involutive) et sa bijection réciproque est f~! = f.

7 Image directe, image réciproque

Exercice7.1:

Exercice 7.2 :S oient F et F' deux ensembles et f: E — F.

1. Soit A € P(E) et © € A. Par définition, f(x) € f(A) donc = est antécédent d’un élément de f(A) et

x € f1(f(A)). On abien A C f~1(f(A)).

2. Soit B € P(F) et y € f(f~*(B)). Par définition y = f(z) avec x € f~1(B) donc z est par définition

antécédent d’un élément de B mais z est 'antécédent de y. C’est bien que y € B.
On a bien montré que B D f(f~1(B)).

3. e =) Soient z et y dans F tels que f(z) = f(y) alors y € f~1(f({z})) car f({z}) = {f(x)} et y est un

antécédent de f(z) = f(y). Or f~1(f({x})) = {2} par hypothése donc y = x et f est injective.

e <) On suppose f injective. Soit A C P(E). On sait déja que A C f~1(f(A4)). Montrons l'inclusion
réciproque : soit z € f~1(f(A)). Cela implique que f(x) est dans f(A) et cela veut dire que f(z) a un

antécédent dans A. Or z est le seul antécédent de f(z) par inctivité donc x € A.

4. e =) Soit y € F.Par hypothése {y} = f(f~1({y})) donc f~1({y}) est non vide ce qui signifie que y a des

antécédents donc f est bien surjective.

e <) On suppose f surjective. Soit B C P(F). On sait déja que B D f(f~'(B)). Montrons I'inclusion
réciproque : soit y € B. Comme f est surjective, il existe x € E tel que y = f(x) or x € f~1(B) car son

image par f, y est dans B. On a bien y € f(f~(B))

Exercice 7.3 :

8 Récurrence

Exercice 8.1:

Démontrer les trois formules du formulaire suivantes :

e Posons Vn € N la propriété P, :” Z E=1= "H)” :

La propriété est vraie au rang 0 car 0=0
Supposons qu’il existe n € N tel que P, est vraie, on a :
n+1

n(n+1) nn+1)+2n+2 (n+1)(n+2)
kzok_Zk+n+1_T+n+1: 5 — 5
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donc P, est vraie

Ainsi, Vn e N, Y k= @
k=0

n
e Posons Vn € N la propriété P, : 7 S_ k? = w” :

La propriété est vraie au rang 0 car 0=0
Supposons qu’il existe n € N tel que P, est vraie, on a :

%1& ZkQ g1y 2 MEAEDERED e nt DR+ D 46 +D)? (nt D+ 2)(2n+3)

6 - 6 - 6

donc P, est vraie

Ainsi, Vn € N, Y k? = %
k=0

n 2
e Posons Vn € N la propriété P, :” kZOkB = (@) ”

La propriété est vraie au rang 0 car 0=0

Supposons qu’il existe n € N tel que P, est vraie, on a :

o nn 2 f nzn 2 n 3 n n 2
Z’fs Zk3 bt 1) ( (2+1)> + 1y = +1)4+4( +1) (( +1)2< +2))

donc P,y est vraie

n 2
Ainsi, V€ N, 30 k% = (M)
k=0

Exercice 8.2 :

Soit € R.Posons Vn € N la propriété

”

P, :7 | sin(nz) |< n | sin(z) |

e P, est vraie puisque 0 < 0.

e Soit n € N tel que P, soit vraie, on a:

| sin(nz + z) |
| sin(nx) cos(x) + cos(nx) sinx |
| | co

| sin((n + 1)z) |

IN

| sin(nzx) s(x) | + | cos(nz) | | sinz |
—_————
1 <1
< |sin(nz) |+ |sinz |
< n|lsin(z) | + | sin(z) |

(n+1) | sin(z) |
donc P, 1 est vraie.

Ainsi Vn € N, | sin(nz) |< n | sin(z) |.
Exercice 8.3 :

Soient a et b € R ainsi que (u,) une suite vérifiant pour tout n € N :

Up4+1 = AU,y + b
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1. Dans le cas ot a =1, Vn € N, u,, = ug + bn.
2. On suppose que a # 1.
(a) On a:

l=al4+bs 1= b
1—a

(b) On pose pour tout n € N

Up = Unp —1

On a :
Un+1 = Un+1 — l
= au,+b—al—>
= a(up, —1)
=a v,
Ainsi v, est géométrique de raison a.
(¢) On a alors u, = v, +1=vpa™ +1 = (ug —)a"™ +1

(d) On voit directement, avec les connaissances de terminale que v, est convergente si et eulement si —1 <
a<lousia=1letb=0.

Exercice 8.4 :

Soit ¢ € R% .. On consideére la fonction définie pour tout x € R par :

fla) = —=
T) = —
V1+cx?
Posons Vn € N*| la propriété P, : "Vx € R, fo fo ..o f(x) = ﬁ”
n fois
e P est évidemment vraie car f(z) = Jﬁﬁ
e Soit n € N* tel que P, est vraie. On a
fofo..of(x) = fofo..of(f(x))
— —
n+1 fois n fois
_ f(z)
1+ncf(z)?
— vV 1+/c:n2
2
1+nc< *1_:0362)
J— T
- V1+cx? \/1+ncl_:'%
xT
V1+cx?2+ncx?
_ T
- 1+(n+1)cx?

et P, est vraie.

o AinsiVneN, fofo..of(z) = 7t

n fois

Exercice 8.5:

Soit (uy,) la suite définie par :

up =2, ug =5H et Vn € Nju, 19 = buyqq — 6uy,

Posons Vn € N, P, : "u,, = 2™ + 3™".
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e Py est vraie car ug = 2 = 2° 4+ 3% et P; est vraie car u; =5 = 2" + 3!

e Soit n € N tel que Py, ..., P,11 soient vrais, prouvons P,

Un+2 = 5un+1 - 6un

5(2n+1 + 3n+1) _ 6(2” + 3n>
4.2™ —9.3"

— 2n+2 _ 3n+2

Ainsi P,y est vraie

e On a bien montré que Vn € N, u,, = 2™ + 3".
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Exercice 8.6 : J ’ai rédigé cette correction volontairement par ’absurde, parce que j’en ai marre de taper des
récurrence mais aussi pour vous montrer que les récurrences peuvent toutes étre sabotées de cette maniére.

Soit A une partie de N* contenant 1 et vérifiant :

VneA?2ne A VneN* n+leA=ncA

1. 2 € A. Supposons qu’il existe n € N* tel que 2" ¢ A. Prenons alors le n minimal tel que 2" ¢ A. On a alors
2"~! ¢ A mais lorsqu’un nombre est dans A son double aussi et 2" € A ce qui est absurde.

Ainsi Vn € N, 2™ € A.

2. S’il existe n € N tel que n ¢ A alors n n’est pas une puissance de 2. Prenons p € N tel que 2P < n < 2PFL,

Alors 2?71 € A = 2Ptl 1€ A= .. = n € A (ond escend jusqu’a A, on pourrait rédiger une récurrence
propre pour montrer ce résultat).

Exercice 8.7 :



