TD 10 : Dénombrement

1 Ensembles finis

Exercice1.1:

Soit (m,n) € N? tel que m < n. Quel est le cardinal de [m,n] ?

Exercice1.2:

Montrer qu’un ensemble E qui contient une suite (u,) d’éléments deux a deux distincts est forcémment infini.
Exercice1.3:

Montrer que les parties finies de N sont les parties majorées de N .

Exercice1.4:

Soient A, B et C trois ensembles finis. Trouver une formule pour card (AU B U C).

Exercice1.5:

Soit n et p deux entiers naturels. On note u,, , le nombre de maniéres d’écrire p comme une somme de n entiers
différents.

1. Calculer uy 6.

P
2. Montrer que Upp = Y Unp—1 k-
k=0

Exercice1.6:

Dans un lycée de 1200 éléves, 652 font du crossfit!, 327 font d’un instrument de musique et 453 ne font rien.
Déterminer le nombre d’éléves & la fois crossfiteurs et musiciens.

2 Dénombrement

Exercice 2.1:

Une puce se déplace sur les arrétes d’un cube, & chaque étape, elle va d’'un sommet vers un des autres sommets en
traversant une arréte. Elle effectue n étapes. Combien y a t-il de chemins différents possibles ?

Exercice 2.2:

Combien existe-t-il de mot de 5 lettres composés dans ’ordre d’une consonne, d’une voyelle, de deux consonnes
puis d’une voyelle.

Exercice 2.3 :

Quel est le nombre de fagon de ranger p objets distincts dans n tiroirs ?
Exercice2.4:

Combien y a t-il de surjection de [1,n] dans [1,2,3] ?

Exercice 2.5 :

Un groupe comprend n hommes et n femmes.

1. Combien y a t-il de faccon de disposer autour d’une table ronde ce groupe d’amis ? (2 dispositions sont
identiques si tout le mondde a le méme voisin)

1Un établissement de qualité pour sur !



2. Méme question en alternant homme/femme.

3. On suppose que M. Demarais et Mme Gaillard sont parmi ce groupe. Méme question en imposant en plus
que M Demarais et Mme Gaillard soient & cotés.

Exercice 2.6 :

On tire 8 cartes dans un jeu de 32 cartes.

1. Combien y a -t-il de tirages possibles ?

2. Combien y a t-il de tirages comprenant deux carrés (4 cartes identiques deux fois) ?

Exercice 2.7 :

Soient n et p des entiers anturels non nuls. Combien y a -t-il de listes d’entiers (i1, ...,%;,) telles que 1 <4y < ... <
ip<n?

Exercice 2.8 :

Dans cet exercice, un anagramme d’un mot est un mot contenant les mémes lettres, peu importe qu’il est du sens
ou non.

1. Quel est le nombre d’anagrammes du mot sega ?
2. Quel est le nombre d’anagrammes du mot nintendo ?

3. Quel est le nombre d’anagrammes d’un mot contenant n; fois la lettre 1, ny fois la lettre Iy, ..., et n, fois la
lettre I, 7

Exercice 2.9:

Une urne contient 15 boules numérotées de 1 & 15. Les boules numérotées de 1 & 5 sont blanches et celles de 6 & 15
sont noires.

1. Dans cette question, on tire simultanément 5 boules.

(a) Combien y a-t-il de tirages possibles ?

(b) Combien de tirages donnent 2 boules blanches et 3 boules noires ?
2. Dans cette question, on tire successivement 5 boules sans remise.
(a) En tenant compte de l’ordre, combien y a-t-il de tirages possibles ?

(b) Combien de tirages donnent 2 boules blanches et 3 boules noires dans un ordre quelconque?

Exercice 2.10:

Soient n et k deux entiers naturels tels que 2 < k < n. Une urne contient n boules numérotées de 1 & n.

1. Dans cette question, on tire simultanément k& boules.

(a) Combien y a-t-il de tirages possibles ?

(b) Soit p un entier naturel tel que & < p < n. Combien y a-t-il de tirages ou p est le plus grand numéro tiré
?

2. Dans cette question, on tire successivement k boules sans remise.

(a) En tenant compte de l'ordre, combien y a-t-il de tirages possibles ?

(b) Combien de tirages commencant par la boule 1 7



3. Dans cette question, on tire successivement k boules avec remise.

(a) En tenant compte de l'ordre, combien y a-t-il de tirages possibles ?

(b) Combien y a-t-il de tirages dans lesquels exactement 2 numéros sont apparus ?

Exercice 2.11 :

On lance 4 fois un dé. On appelle tirage la suite de ces 4 lancers.

1. Combien y a t-il de tirages différents ?
2. Combien y a-t-il de tirages avec exactement 2 numéros différents ?

3. Combien y a-t-il de tirages avec exactement 3 numéros différents ?

Exercice 2.12:

On lance 3 dés a 6 faces discernables les uns des autres (de couleurs différentes).

1. Déterminer le nombre total de tirages.
2. Déterminer le nombre total de tirages contenant au moins un 6.

Déterminer le nombre de tirages contenant au moins 2 numéros identiques.

- W

Déterminer le nombre de tirages tels que la somme des 3 numéros est paire.

()8

Déterminer le nombre de tirages vérifiant les conditions 2 et 3.

6. Déterminer le nombre de tirages vérifiant les conditions 3 et 4.

Exercice 2.13:
On dispose de 12 mouchoirs identiques ne pouvant différer que par leur couleur : 5 sont bleus, 4 sont verts et 3 sont
rouges. On forme une pile avec ces 12 mouchoirs.

1. Combien de piles différentes existe-t-il 7

2. Combien de piles ot tous les mouchoirs rouges sont au dessus existe-t-il 7

Exercice 2.14 :

En France, chaque véhicule posséde une plaque d’immatriculation composée de 7 caractéres répartis en 3 blocs
séparés par un tiret, 2 lettres 3 chiffres puis 2 lettres. Par exemple FF-440-QT. Les lettres I O et U ne sont pas
utilisées car elles ressemblent & 1, 0 et V. La combinaison WW n’est pas utilisée dans le bloc de gauche et la
combinaison SS n’est pas utilisée dans le bloc de gauche ou le bloc de droite. La série de chiffres commence & 001.

Combien d’immatriculations différentes existe-t-il ?
Exercice 2.15:

Au loto foot, le joueur remplit une grille dans laquelle il indique ses pronostic pour 7 matchs de football & venir. 1
peut remplir chaque case de 3 fagons :

e 1 si ’équipe qui regoit gagne,
e N si match nul,

e 2 si ’équipe qui se déplace gagne.

1. Combien de maniére de remplir la grille existe-t-il ?

2. Combien existe-t-il de grilles dans lesquelles tous les pronostics sont faux ?



3. Combien existe-t-il de grille avec exactement 3 pronostics corrects ?

4. Pour gagner il faut au moins 6 pronostics exacts. Combien existe-t-il de grilles gagnantes ?

Exercice 2.16:

On appelle mot toute suite de lettres (ayant un sens ou non ). Déterminer le nombre de mots :

1. De 4 lettres.
2. De 4 lettres distinctes.
3. De 4 lettres distinctes ayant une seule voyelle.

4. De 4 lettres distinctes ayant une seule voyelle et dont les 3 consonnes ne sont pas cote a cote.

Exercice 2.17:

Une grille de mots croisés est un tableau rectangulaire & n lignes et p colonnes constitué de n\times p cases dont
certaines sont noircies et d’autres pas.

1. Dans cette question, on s’intéresse aux grilles & 6 lignes, 4 colonnes et 4 cases noircies.

(a) Combien existe-t-il de grilles différentes 7
(b) Parmis ces grilles lesquelles ont :
exactement 2 coins noircis.

au moins 1 coin noirci.

[ ]
[ ]
e exactement une case noircie par colonne.

e exactement une case noircie par colonne et au plus une case noircie par ligne.

2. On s’intéresse aux grilles & n lignes, p colonnes et k cases noircies (évidemment 1 < k < np).

(a) Combien de grilles différentes peut-on former ?
(b) Parmi ces grilles, combient ont :
e au plus une case noircie par colonne ?
e au plus une case noircie par colonne et au plus une case noircie par ligne 7

Exercice 2.18:

On considére un jeu de 52 cartes tout ce qu’il y a de plus classique. Les cartes sont réparties en 4 couleurs (trefle,
pique, carreau, coeur) et chaque couleur est constituée de 13 cartes (2 a 10, valet, dame, roi, as). On choisit
simultanément 5 cartes. Ces 5 cartes sont appelées une main.

1. Quel est le nombre total de mains ?
2. Quel est le nombre de mains qui contiennent un carré (4 cartes identiques) ?

Quel est le nombre de mains qui contiennent au moins 1 trefle 7

-

Quel est le nombre de mains qui contiennent un brelan d’as (exactement 3 as) ?
Quel est le nombre de mains qui contiennent un full (un brelan et une paire) ?
Quel est le nombre de mains qui contiennent une double paire ( 2 paires sans full ni carré) ?

Quel est le nombre de mains qui contiennent exactement un roi et 1 coeur ?

® N o oo

Quel est le nombre de mains qui contiennent une quinte (5 cartes qui se suivent sans étre de la méme couleur)
o

9. Déterminer le nombre de mains qui contiennent une couleur (5 cartes de la méme couleur qui ne se suivent
pas).



