TD 11 : Arithmétique

Exercice 0.1 :

1. On aD(12) ={1,2,3,4,6,12} et D(15) = {1, 3,5, 15}.
2. Ainsi 12 A 15 = 3.
3. Il y a plus simple ici en disant 12 = 22 x 3 et 15 = 3 x 5 et en prenant la puissance minimale de chaque facteur
premier.
Exercice 0.2 :

Soient (a,b,c) € N3 non nuls. Montrer que (ac) A (be) = (a A b)c.

e Comme a Ab|a alors (a Ab)c | ac. De méme (a Ab)c | be et par caractérisation du pged (a Ab)c | (ac) A (be).
e On écrit alors (ac) A (bc) = (a Ab)ed comme (a Ab)ed | ac alors (a Ab)d | a et de méme (a Ab)d | b donc d =1
sinon on aurait (a A b)d diviseur commun de a et b plus grand que le PGCD.
Exercice0.3:

Sid|aetd]|bcalorsd|acetd]|bedoncd|acAbec=(aAb)c=c daprés l'exercice précédent donc d | a et d | ¢
doud=1.

AinsisiaAb=1etsiaAc=1alors a Abc=1.

Exercice 0.4:

SialbcetaAb=1alors comme a | ac alors a | (bc A ac) = (a Ab)c = c.
Exercice 0.5

Déterminons tous les entiers naturels non nuls a et b tels que a + b = 4(a A D).
Ecrivons a = (a Ab)a’ et b= (a AD)V.

Onaa+b=4(aNnbd) < (aAb)d + (aNb) =4(aNb) = d +V =4

On a alors le choix entre a’ =1et b =3 oua =3 et b/ =1 (a/ =V = 2 etant exclu)
Les solutions sont donc les couples (d, 3d) et (3d,d).

Exercice 0.6 :

Soient a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls. Montrer que (ac) V (bc) = (a V b)c.

On a (ac) V (bc) = (af)cAb(Cbc) = (xﬁf)c = ca“—Abb =c(aVb)

Exercice 0.7 :

Soit n un entier naturel. On considére sa décomposition en facteurs premiers :

« Q-
n=p;" X..Xp,

n est-il un carré parfait si et seulement si les «; sont tous pairs.

En effet si n = k% on décompose k = pf L...pP" (tout facteur premier de k est facteur premier de n et inversement)
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donc n = p;”*..p2P". Par unicité a; = 23; pour tout i

2
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La réciproque est évidente : si «; est de la forme 2a} alors n =p] ' X ... X pp " = (pll X oo X poT

Exercice 0.8 :

Soient a et b deux entiers tels que a A b= 1.



Sia™ Ab™ # 1, on prend p un diviseur premier commun a o™ et b™alors p | a et p | b par unicité de la décomposition
en facteur premier (sinon p n’apparait pas dans la décomposition de a™ et b™) et c’est absurde car a A b = 1.

Exercice 0.9 :

On a 3000—3 x 23 x 53 et 201387 n’est divisible ni par 2 ni par 5 mais il est divisible par 3 (somme des chiffres égale
a 18) donc le PGCD est 3.

Exercice 0.10:

Soit n € N*.

Ona(n+1)—1=3 (Mnk—1=3 (Nnk =n2+ 32 (V)nk
k=0 k=1 k=2
Or ces 2 termes sont divibles par n? donc (n + 1)® — 1 est divible par n?.
Exercice 0.11:
Soient a et b deux entiers non nuls. On note ¢ le quotient de la division euclidienne de a — 1 par b.
Ecrivonsa—1=bg+7ravec0<r<b-—1
Donc ab™ — b" = b" g+ rb" et ab™ — 1 = b"Tlqg + b + " — 1.

Orbd* —1<rb" +b" —1 <™t — 1 donc 7™ + b™ — 1 est le reste de la division euclidienne de ab™ — 1 par b™*1.
Le quotient reste q.

Exercice 0.12 : P our tout a € N, on note M, = 2% — 1.
Montrer que M, premier = a premier.

Par contraposée, si a se décompose a = pq avec p,q # 1 mais alors :

q—1
M, =2P1—1= (27 — 1) 2P* se décompose.
k=0

Exercice 0.13:

Résoudre dans Z? les équations :

1. Sid=z Ay, x=dz’ et y=dy'.
On écrit a2y =2z + 3y & 2(y —2) =3y & 2'(y — 2) = 3y’ donc 2’ | 3 et 2’ = +1 ou £3
De méme 3y’ |2 et y' = £1 ou £2
eSiz'=1lety =lalorsz=y=5
eSiaz'=1lety =2alorsz=4ety=28
eSiz'=3ety =1lalorsz=9ety=3
e Siz'=3ety =2alorsz=6ety=4
e et y ne peuvent pas étre négatifs tous les 2

2. On cherche x et y non nuls tels que :

3+ =% < 5y + 5z =y et onr ésout comme a la question précédente.



