TD 12 : Géomeétrie plane

1 Préliminaires

Exercicel.1:

Soient @ et ¥ deux vecteurs non nuls.
e Si U et ¥ sont colinéaires

Alors il existe A € R* tel que U =\V.
Soit W € Vect(W) alors il existe pn € R tel que W = p = pA ¥ et donc W € Vect(V) et Vect(W) C Vect(D)
De méme Vect(v7) C Vect(W).

e Si Vect(w)= Vect(7).

Alors comme U € Vect(UW) = Vect(V) alors @ € Vect(?') et donc @ et ¥ sont colinéaires par définition.
Exercice1.2:

Soient A et B deux points, U et ¥ deux vecteurs non nuls.
e Si A+Vect(W)=B+Vect(7?)

Alors B € A+ Vect(U) = AB ¢ Vect() donc AB et @ sont colinéaires. De méme AL et @ sont colinéaires.

Les deux droites sont les mémes donc elles ont méme direction et Vect(w)—Vect(7') donc @ et ¥ sont colinéaires.
e Si les vecteurs 7, 1@ et W sont colinéaires

Alors les droites A+Vect() et B+Vect(7) ont méme direction. De plus comme AB e Vect( alors B est sur les
droite A+Vect(7) et donc on a deux droites ayant un point commun et méme direction : elles sont identiques.

2 Coordonnées

Exercice 2.1 :

Les points

A(1,—+/3), B(4,3) et C(—6,8)
ont pour coordonnées polaires :

A(2,-%), B(5, Arcsin(2)) et C(10, Arccos(32))

Exercice 2.2:
On considére un repére (A, i, j ) ainsi que les points B(1,0) et C(«, 3).
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1. Le barycentre a pour abscisse
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2. L’orthocentre c’est le point dintersection des hauteurs, il appartient donc a la hauteur issue de C' et coupant
(AB) perpendiculairement. Or (A, B) est l’axe des abscisses donc

TH =«
D’autre part si on écrit :ﬁ @ = 0 on obtient :

ala—1)

rg.(a—1)+yu(B) =0 yg = — 3

3. Le centre € centre du cercle circonscrit & A, B et C. est équidistant de A et B il est donc sur la médiatrice
de [AB] et donc
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De plus si on note I(«/2,3/2) le milieu de [AC] alors
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5. Le symétrique de H par rapport & (AB) noté H; a pour coordonnées (c, %) On a alors
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Donc H; est bien sur le cercle. Si on prend le repére ou B est le centre et B? le vecteur unitaire des abscisses
alors A a pour coordonnées (o', 3) inconnues (mais on s’en fout car les coordonnées de C etaient inconnues
dans les lere questions) et tout le raisonnement précédent s’applique c’ets juste que ce sera le symétrique de
H par rapport a (BC) qui sera sur le cercle. (pour clarifier aucun point ne bouge juste les coordonnées) idem

si on prend C' comme centre et C'A comme vecteur unité des abscisses

6. On raisonne de méme en calculant les coordonnées par rapport au milieu de [AB] puis on fait les memes
changements de repére qu’avant.

Exercice 2.3 :

Montrer que les trois hauteurs d’un triangle non aplati sont concourantes.



3 Produit scalaire, angles

Exercice 3.1:

Ona—z}—i—?:\/ﬁﬁz et 74-\/37:27%.

Alnsi I'angle entre les vecteurs est 5 — 7 =

Sl

Exercice 3.2:
Soit ABC un triangle et I le milieu de [AB].
Montrer que pour tout point M, M A2 + MB? = 2MI? + ATBQ
On a:
MA® + MB? = HMAH + HME‘H
HﬁHAH + H7+Téﬂ
[T+ A+ | 3] 35717 27 72

2MI? + (AB)® 4 (AB)? 4 20 1.(TA + TB)
0

= o2MI?+ 4L
Exercice 3.3 :

Soit ABC un triangle.
Ona BC? = |BA+ 4C|| = | AC - BA| = AB? + AC? - 24B x AC x cos(AB, AC)

Exercice 3.4 :

4 Orthogonalité

Exercice4.1:

Soient W et ¥ deux vecteurs avec U £ 0.

1. Unicité : Un tel vecteur est de la forme A\ de plus :

v = v
s My = VA
S A = T4

[l

2. Onaalors ¥ —
A=T.d-7T.d=0

et les vecteurs sont orthogonaux.

3. Le vecteur W s’appelle projeté orthogonal de o sur Vect(?).

5 Droites

Exercice 5.1 :
Soient Dy et Dy deux droites qui se coupent en un point A.

Montrer que I’ensemble des points a égale distance de D; et D5 est la réunion de deux droites orthogonales.



On note 771>(a, B) et 77%(@', B’) des vecteurs normaux unitaires aux droites Dy et Dy. Si M(z,y) est équidistant aux
deux droites alors :

d(M,Dl) = d(M,Dg)
o | AM. | = | AM.i3 |
& |(r—a)a+(y—bs] = |(@—a)d +(y—b)p |

x—a)a + (y —b)p

& (x—a)a+ (y—0b)p - {(ou(xa)a,(yb)ﬁ/

w(o—a)+y(B—p)+ala —a)+ b —B)=0
ouz(a+a)+yB+p)—ald+a)—bF +8)=0

/
On trouve bien deux équations de droites dont les vecteurs normaux a, at a, sont orthogonaux et
ﬁ g B+p
donc les droites sont bien orthogonales.
Exercice 5.2 :

Soit D) la droite d’équation :

(1= Az + 2y =4\ + 2.

Montrer qu’il existe un point équidistant & toutes les droites D).
On va chercher un point M (x,y) équidistant & toutes les droites, tout d’abord la distance du point a une des droites
D) est :
| (1= Xz + 20y —4A—2| [ (1 =A%)z + 2y — 4\ — 2|
V(1= 2A2)2 + (2))2 (14 )2)?

Pour =1 et y = 2 cette quantité vaut 1. Le point M(1,2) est donc a distance 1 de toutes les droites Dj.

6 Cercles

Exercice 6.1 :
Exercice 6.2 :

Le centre du cercle circonscrit a A(1,2), B(4, 3) et C(—6,8) est situé¢ sur les médiatrices de [AB] d’équation
3z +y—10=0 et [AC] d’équation —7z + 6y — 2 = 0.

Ainsi l'intersection est le point (0.5,8.5).
Exercice 6.3 :

—
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Dans le repére (O, i, j

i ), on considére le cercle d’équation :

)

2?4 y% — 2z — 4y = 0.

Ce cercle coupe I'axe des abscisses en O et A, ’axe des ordonnées en O et B, la droite d’équation y = x en O et D.

On considére C; le cercle de diamétre[OA], Cy le cercle de diamétre [OB] et Cs le cercle de diamétre [OD]. On note
I, Yintersection (autre que O) de Cy et Cs, I 'intersection (autre que O) de Cy et Cs et I3 l'intersection (autre que

0) de Cy et Cy.
Montrer que Iy, I5 et I3 sont alignés.
Commencons par écrire les coordonnées : A(2,0), B(0,4) et D(3,3).

Puis les équations :
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En résolvant les systémes d’équations pris 2 & 2, on trouve I1(1.2,3.6), I2(1.8,—0.6) et I3(1.6,0.8). Il est alors clair

= s
que les vecteurs I;12(0.6, —4.2) et I I5(0.4,—2.8) = %Ilfg sont colinéaires.



