
TD 14 : Polynômes

1 Dé�nitions

Exercice 1.1 :

Soit λ ∈ K. A-t-on deg(λP ) = deg(P ) ?

Exercice 1.2 :

Trouver tous les polynômes P ∈ K[X] tels qu'il existe Q ∈ K[X] tel que QP = PQ = 1.

Exercice 1.3 :

Déterminer le degré du polynôme
n

Π
k=1

(X − 2k + 1)k.

Exercice 1.4 :

Déterminer le degré et le coe�cient dominant de :

P = (X − 2)n − (X + 5)n.

Exercice 1.5 :

Résoudre les équations suivantes d'inconnue P ∈ K[X].

1. P ′2 = 4P

2. (X2 + 1)P ′′ − 6P = 0

2 Divisibilité

Exercice 2.1 :

Le polybôme (X − 1)2(X − 2) divise-t-il (X − 1)(X − 2) ?

Exercice 2.2 :

Soit P ∈ K[X] et α ∈ K. Montrer que le reste de la division euclidienne de P par X − α est P (α).

Exercice 2.3 :

E�ectuer la division euclidienne de A = X4 + 2X3 + 3X2 + 4X + 5 par B = X2 +X + 4.

Exercice 2.4 :

E�ectuer les divisions euclidiennes suivantes :

1. 1 + 6X2 + 4X3 − 5X4 par X2 − 5X + 3

2. X3 + iX2 +X par X − i+ 1

Exercice 2.5 :

Soit A = Xn + 2X − 2 et B = (X − 1)2.

1. Donner le reste de la division euclidienne de A par B.

2. Donner le quotient de la division euclidienne de A par B.

Exercice 2.6 :

1. Soient a 6= b ∈ K et P ∈ K[X]. Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X − a)(X − b) en
fonctionde P (a) et P (b).

2. Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X − a)2 en fonctionde P (a) et P ′(a).
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3 Fonctions polynômiales et racines

Exercice 3.1 :

On considère l'exponentielle complexe exp : C→ C.

1. Montrer que exp−1 s'annule une in�nité de fois.

2. En déduire que exp n'est pas une fonction polynômiale

3. L'exponentielle réelle est elle une fonction polynômiale ?

Exercice 3.2 :

Soient (a, b, c) ∈ (R∗)3 disctincts. Montrer que :

X(X−b)(X−c)
a(a−b)(a−c) + X(X−c)(X−a)

b(b−c)(b−a) + X(X−a)(X−b)
c(c−a)(c−b) = 1 + 1

abc (X − a)(X − b)(X − c)

Exercice 3.3 :

Soient f et g deux fonctions polynômiales telles que fg = 0 sur K.

1. Montrer que f = 0 ou g = 0.

2. Est-ce vrai si f ou g n'est pas une fonction polynômiale ?

4 Dérivation

Exercice 4.1 :

Déterminer tous les polynômes P de K[X] tels que :

P (1) = 1, P ′(1) = 3, P ′′(1) = 8 et P (n)(1) = 0 pour n ≥ 3.

Exercice 4.2 :

Montrer que nXn+2 − (n+ 2)Xn+1 + (n+ 2)X − n est divisible par (X − 1)3 quel que soit n ∈ N∗.

Exercice 4.3 :

On considère P (X) = X4 − 9X3 + 30X2 − 44X + 24.

1. Montrer que 2 est racine de P et déterminer son ordre.

2. Déterminer les autres racines de P .

5 Cas de R[X] et C[X]

Exercice 5.1 :

Montrer que X2 +X + 1 divise X8 +X4 + 1.

Exercice 5.2 :

Montrer que :

(X2 + 1)2 | 5X13 + 10X11 + 5X9 − 3X5 +X4 − 6X3 + 2X2 − 3X + 1.

Exercice 5.3 :

Décomposer X5 + 1 en produit d'irreductibles dans R[X].

Exercice 5.4 :

Décomposer les polynômes suivants en produits de polynômes irreductibles dans R[X].
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• X5 − 1

• X6 + 1

• X9 +X6 +X3 + 1

• (1−X2)3 + 8X3

Exercice 5.5 :

Factoriser dans C[X] le polynôme P = 6X4 + X3 + (6i + 10)X2 + (2 + i)X − (4 + 2i) sachant qu'il possède des
racines réelles.

Exercice 5.6 :

Soit P ∈ R[X] un polynôme de degré n ≥ 2.

1. Montrer que P a n racines distinctes implique que P ′ est scindé et a n− 1 racines distinctes.

2. Montrer que P scindé implique P ′ scindé.

Exercice 5.7 : ( Polynômes de Lagrange, FONDAMENTAL, CULTE, COLLECTOR)

Soient a0, a1, ..., an ∈ Kn+1 tous distincts. On pose Li =

n
Π

k=0,k 6=i
(X−ak)

n
Π

k=0,k 6=i
(ai−ak)

.

1. Que vaut Li(aj) selon la valeur de j ?

2. Soit P ∈ K[X]de degré inférieur ou égal à n. Montrer que P (X) =
n∑

k=0

P (ak)Lk.

Exercice 5.8 : ( Pour aller plus loin)

On cherche tous le spolynômes de C[X] qui véri�ent :

P (X2) = P (X)P (X − 1)

1. Montrer que les racines d'un tel polynôme ne peuvent être que 0, −1, j ou j2.

2. En déduire toutes les solutions possibles
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