TD 14 : Polyndémes

1 Définitions

Exercice1.1:
Soit A € K. A-t-on deg(AP) = deg(P) 7
Exercice1.2:
Trouver tous les polynomes P € K[X] tels qu'il existe Q € K[X] tel que QP = PQ = 1.
Exercice1.3:
n
Déterminer le degré du polyndome kljl(X — 2k + 1)k,
Exercice1.4:

Déterminer le degré et le coefficient dominant de :

P=(X-2)"—-(X+5"
Exercice1.5:
Résoudre les équations suivantes d’inconnue P € K[X].
1. P2 =4P
2. (X2+1)P"-6P =0

2 Divisibilité
Exercice 2.1:
Le polybome (X —1)2(X — 2) divise-t-il (X —1)(X —2) ?
Exercice 2.2:
Soit P € K[X] et « € K. Montrer que le reste de la division euclidienne de P par X — « est P(«).
Exercice 2.3 :
Effectuer la division euclidienne de A = X% 4+ 2X3 +3X2 44X + 5 par B = X? + X + 4.
Exercice 2.4 :
Effectuer les divisions euclidiennes suivantes :
1. 14+6X%24+4X3 —5X% par X2 -5X+3
2. X3 +iX?+ X par X —i+1
Exercice 2.5 :
Soit A=X"+2X —2et B=(X —1)
1. Donner le reste de la division euclidienne de A par B.

2. Donner le quotient de la division euclidienne de A par B.
Exercice 2.6 :

1. Soient a # b € K et P € K[X]. Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) en
fonctionde P(a) et P(b).

2. Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)? en fonctionde P(a) et P'(a).



3 Fonctions polynémiales et racines

Exercice 3.1:

On considére 'exponentielle complexe exp : C — C.

1. Montrer que exp —1 s’annule une infinité de fois.
2. En déduire que exp n’est pas une fonction polynémiale

3. L’exponentielle réelle est elle une fonction polynomiale ?

Exercice 3.2:
Soient (a,b,c) € (R*)? disctincts. Montrer que :

X(X=b)(X—¢) | X(X—¢)(X—a) |, X(X—a)(X—b) _
a(afb)(afc)c + b(bfc(‘)(bfa) + c(c—a)(c—=b) L+ ﬁ(X - G)(X - b)(X - C)

Exercice 3.3 :

Soient f et g deux fonctions polynomiales telles que fg = 0 sur K.

1. Montrer que f =0 ou g =0.

2. Est-ce vrai si f ou g n’est pas une fonction polynémiale ?

4 Dérivation

Exercice4.1:

Déterminer tous les polynomes P de K[X] tels que :

P(1)=1, P'(1) =3, P"(1) =8 et P (1) =0 pour n > 3.

Exercice4.2:

Montrer que nX" "2 — (n +2)X" ! + (n + 2)X — n est divisible par (X — 1)® quel que soit n € N*,
Exercice4.3:

On considére P(X) = X4 —9X3 + 30X2 — 44X + 24.

1. Montrer que 2 est racine de P et déterminer son ordre.

2. Déterminer les autres racines de P.

5 Cas de R[X] et C[X]

Exercice 5.1:
Montrer que X2 4+ X + 1 divise X8 + X4 4 1.
Exercice 5.2:

Montrer que :

(X24+1)%|5X8 + 10X +5X° —3X5 + X* —6X3 +2X% - 3X +1.

Exercice 5.3 :
Décomposer X° + 1 en produit d’irreductibles dans R[X].
Exercice5.4:

Décomposer les polyndomes suivants en produits de polyndmes irreductibles dans R[X].



e X°—1

X6 +1
X'+ X0+ X341

o (1-X?%)%48x3

Exercice 5.5 :

Factoriser dans C[X] le polynome P = 6X* + X3 + (6i + 10)X?2 + (2 +4)X — (4 + 2i) sachant qu’il posséde des
racines réelles.

Exercice 5.6 :

Soit P € R[X] un polynome de degré n > 2.

1. Montrer que P a n racines distinctes implique que P’ est scindé et a n — 1 racines distinctes.

2. Montrer que P scindé implique P’ scindé.

Exercice 5.7 : ( Polynomes de Lagrange, FONDAMENTAL, CULTE, COLLECTOR)

0 (X—ap)
Soient ag, ay, ..., a, € K1 tous distincts. On pose L; = =27

M (ai—ay)
k:o,k#i(a ax)

1. Que vaut L;(a;) selon la valeur de j ?

2. Soit P € K[X]de degré inférieur ou égal & n. Montrer que P(X) = > P(ay)Ly.

Exercice 5.8 : ( Pour aller plus loin)

On cherche tous le spolynomes de C[X] qui vérifient :
P(X?) = P(X)P(X —1)

1. Montrer que les racines d’'un tel polynéme ne peuvent étre que 0, —1, 5 ou 52.

2. En déduire toutes les solutions possibles



