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PTSI

TD 1 Nombres complexes et trigonométrie.

1 Premiéres propriétés
Exercicel.1:

1. (1= 2i)(3+14)(5 + 4i) = 45 — 5i

2. 41j_3ii = % + 2%1
3. (5+1i)*— (2+3i)? =115+ 62i

4 (1444)%—(844)% _ _49241723i
© @203 T+ 2089

Exercicel.2:

Résoudre les équations suivantes :

1. Ecrivons z = z + iy avec x,y € R
z+|zl=141 & z4iy+/2?2+y?=1+1

PN y=1
r+vVri4+1l=1
y=1

~
Vet+l=1—-1z
y=1

=
?+1=(1-2x)

=1

_ v
rz=0

Réciproquement le nombre ¢ convient.

z—lz|=1-21 & z4+iy—J/a?2+y?=1-2i

o Y=2
r—vVat+4=1
— 2
o Y
2. x—1=vz?+4
y=-2
=
(x—1)2=22+4
= -2
= Y 3
$:—§

Réciproquement —% — 2i ne focntionne pas. Il n’y a pas de solution !

24+22=5+3 & zH+iy+2x—2iy=5+31

3r =25
&
3. -y=3
_ 5
N 3
= -3

Exercicel.3:
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1. Ecrivons z =z + iy avec z,y € R

1242 =1
z—1|=z]=1 & {(x Sty

$2+y2:1
o —2x+1=0
x2+y2:1

1

r=—3

o= 2

2. Vérifier ’équation donnée c’est étre & 'intersection du cercle de centre 0 et de rayon 1 et du cercle de centre
(1,0) et de rayon 1. D’ou le résultat (faites un dessin).

Exercicel.4:
Exercicel.5:

Exercice 1.6 :

2 Nombres complexes de module 1

Exercice 2.1:

Exercice 2.2:

3 Trigonométrie et exponentielle complexe

Exercice 3.1:

e On écrit cos(20) = cos?(#) — sin*(f) = 1 — 2sin?(#). Ainsi on cherche & résoudre

ou %X ou =X modulo 2.

1—2sin*(¢) =sin(d) < sin(@) =2 ou —1<0=12 G 5

e on écrit que cos(m/2 — #) = sin(#). Ainsi on cherche & résoudre :

cos(20) = cos(m/2 — 0) <20 =7/2 - ou 20 = —7/2+ f mod 27 < 0 = I + k2T ou § = 5F + 2k7
Exercice 3.2 :

V3 (z) — sin(z) _ V2

V3cos(z) —sin(z) = v2. & ¥ cos = %7
& cos(§)cos(x) — sin(F)sin(x) = §
< cos(x + 7/6) = cos(m/4)
& xt+g=F+2knoux+§=—F+2knm
& rv=F+2krous+F =3 +2%knr

Exercice 3.3 :

e Ona:
. . 3
. ir___—ix
sin(z)? = (&%
1 iz T —ix iz
— (e 3e® + e e~ %)
1 [ Biv_g—3ix eiT _g—iw
4 2i -3 24 )
_ —sin(3x) sin(z)
- 4 + 3 4
e Ona:
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e'ia:_‘_efiz 3
2
(e?nw 4 3t 4 e~ 673zw)
63'i1+6731iz e'im+e—iz
+3—5

cos(x)?

2
_ cos(3z) cos(z)
= T T3

Bl 00—
R

Exercice 3.4:

1. Ecrivons la formule de moivre

cos(4z) +isin(4z) = (cos(z) + isin(z))’
= cos*(z) + 4isin(x) cos®(x) — 6 cos?(z) sin?(z) — 44 cos(x) sin® () 4 sin®(z)

Ainsi en prenant partie réelle et imaginaire :
cos(4z) = cos* () — 6 cos®(x) sin?(z) + sin*(x)

et
sin(4z) = 4sin(z) cos®(z) — 4 cos(x) sin®(x)
2. Ecrivons la formule de moivre
cos(hx) + isin(5z) = (cos(z)+isin(x))’
= cos®(z) + 5isin(z) cos*(x) — 10 cos®(x) sin?(2) — 10i cos(z)? sin®(x) + 5 cos(z) sin® (x) 4 i sin®(2)
Ainsi en prenant partie réelle et imaginaire :
cos(5z) = cos® () — 10 cos®(z) sin®(x)5 cos(x) sin® (z)
et
sin(5z) = 5sin(z) cos*(z) — 10 cos(x)? sin®(z) + sin®(x)

Exercice 3.5 :

Regardons Z Cos(k ) pour les prmeiéres valeurs de n.
cos(%) _1

2 1
cos(%) cos(2%)

e+t :i_%zl/g
cos(%)+cos(2 )+cos( ) 1 1 1 -0

2 4 8 8

cos(%) cos(2%) cos(3%) cos(4%)

3 E =1
2 + 22 + 23 + 24 - 32

cos(%) cos(2%)

a4 2 +

cosz(%) +c05(2 )+cos( )+0032(f%) +cos(5 )+cos(6 ):_é‘f' 1 _o

Tout d’abord, remarquons que Vk € N,

cos(3§) cos(5%) _ 1

-1, 1 _ _ 1
+ 25 _32+64_ 64

cos(4%)
24

COSSS%) + C“f;’,iif)%) + Cos((;iﬁ)%) = 23,}“ 4cos(3k%) +2cos((3k +1)%) 4 cos((3k + 2)%))

S5z (4cos(km) + 2COS( +km)+ 4cos(27r + k)
gz (4(=1)F +2(-1)F cos( )+ 4(—1)F cos(23))

=0
e Ainsi si n est un multiple de 3, alors E Cos(k b~
k=1
. n cos(k%Z) _ cos((B3p+1)%) _ (=1)?
e Sin est de la forme 3p + 1, alors > o = ST = etz

k=1

n - s il
e Sin est de la forme 3p + 2, alors kz Cosz(ﬁg) = COS((;};I}) 5) + COS((;,?LQ) 5) (2;,1421; — (2;912: = (2;71422
—1

Exercice 3.6 :
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4 Equations et forme trigonométrique

Exercice4.1:

Calculer les racines carrées des nombres suivants :

S

°« 3+ @z = ¢™/3 = (¢™/6)2 donc les racines carrées sont =+ ( 3+ %z)
e 3i = (v/3e"™/*)? donc les racines carrées sont :t(@ + @z)

o« 1—i— (iﬁe*”“f

C i (V)

o —12 = (+12i)?

Exercice4.2:
Exercice 4.3 :
Exercice4.4:

Résoudre les équations suivantes :

1. 22+ (5 —11i)z — 22 — 29i = 0.

Calculons :
A=(5- 11i)2 —4.1.(—22 —29) =25 —110; — 121 + 88 4+ 116 = —8 + 61
22 =-8 =+1
On cherche § = a + ib tel que 62 = A & “ & “ . Je chosis 6 =1+ 3i.
2ab =6 b==3
Il y a donc deux solutions : z; = w =-—-3+4dret zo = w =—-24Ti.

2. 22-2iz—14+2i=0.
Calculons :
A= (-2 —41.(-14+2i)=—4+4—8 =8
Or —8i = (2 — 2i)°
I y a donc deux solutions : z = 252420 = 1 4 2 et 2o = 2220 —
3. 22 +iz+1+i=0.

Calculons :
A=i*—4i(1+i)=3—4i

2-p2=3 =42

On cherche § = a + b tel que §%2 = A & “ P . Je chosis 6 = 2 — 1.
2ab = —4 b==F1

I y a donc deux solutions : 21 = =52 = j et 2o = =52 = —1 — .

4. 2% —2%F1zc05(0) +2%° = 0 avec 6 € R.

Calculons :
A = (=297 cos(0))? — 4.1.(2%) = 4.2% (cos®(A) — 1) = 4.2%% sin?()

Une racine de A est 2971 sin(6)

Il y a donc deux solutions : 2z
20+ 1(cos() + sin(6)).

2

— 29+1(Cos(g)fsin(0)) _ 20+1(COS(0) _ 8111(0)) et zp = 20+ (cos(0)+sin(h))
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Exercice4.5:

Exercice 4.6 :

1. Cherchons une solution réelle x :

5

4iz® +2(14 3i)2? — (5+4i)z+3(1—T7i) =0

En Prenant la partie réelle :

222 — 5z + 3, on trouve alors x = 1 ou = = % Or seul % est racine du polynéme complexe de degré 3.
En factorisant on trouve :

4i23 +2(14 3i)22 — (5 +4i)z 4+ 3(1 — 7i) = (z — 2)(4iz? + (24 124)z — 2 + 14i)

Calculons :
A=(2+ 121’)2 —4.4i.(—2 4 14i) = 4 + 48; — 144 + 32i + 224 = 84 + 80i

. Je chosis § = 10 + 4.

21?2 =280 =410
On cherche § = a + b tel que §2 = A & {a & {a

2ab = 80 b= 44
—2—12—10—47 __ 3, _ —2—12¢+4+10447 __ .
212104l gy B e gy = —2I2HIORN g

Il y a donc deux solutions : z; =
On a donc trouvé 3 solutions {2, —2 + 24, -1 — i}.

Géométrie et nombres complexes

Exercice5.1:

=z
Arg(z — 2i) = % [2n] si et seulement si z — 2i se situe sur la demi droite D d’équation {y =0 donc z = 2i +d
x

avec d € D.

L’ensemble cherché est donc la doite D translatée de 2 unités vers le haut.

Exercice5.2:

Soit z € C*. On appelle p et ¢ ses racines carrées. On a p = —q.

tteee

A A I

e Le triangle est rectangle en z si et seulement si (Pythagore)

lp—qP=lp—zP+|qg—2z
|p 2+ 1q? —2Re(pq) =| p* | + | z > =2Re(pz)+ | ¢* | + | 2 |* —2Re(q?)
—2Re(pg) =2 | z |* —2Re(Z(p + q))

*Re(pr)z:IZIQ
|2 |=]z|
|z]|=00ul

e Le triangle est rectangle en p sie t seulement si :

lz—qP=[p—2P+|q¢—p

|z 2+ | q | —2Re(2q) =| p* | + | 2z |* —2Re(pz)+ | 2¢ |
—2Re(2q) = —2Re(pz) + 4| q |2

Re(2q) = Re(pz) =2 q |?

Re(2q) =| q |

Re(q?q) =] q |?

| q | Re(q) =] q |?

g=0ou Re(q) =1

Le cas rectangle en ¢ est symétrique

Exercice 5.3 :

Soient a,b,¢c,d € C tels que a +ib=c+idet a+c=b+d.
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1. Onaa—c=i(d—b) et a—b=d— cdonc abcd est un rectangle (parallélogramme-diagonales orthogonales
de meme longueur)?

2. Le centre du rectangle z vérifie (z — a)* = (z — b)* = (z — ¢)* = (2 — d)*.
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Exercice5.4:
Exercice 5.5

Exercice 5.6 :

3

Les nombres z € C tels que z°, z et 1 soient alignés si et seulement si :

z=1louz=#1et:

3 2
— -1
z z R z(z )
z—1 z—1

ERsz2(z+1)eR

En notant z =z + iy avec x,y € R :

ye+1)+ay=0cyR2r+1)=0<y=00uz= 3.

On a donc le point 1 (cas batard), et les nombres réels et les nombres complexes dont le spoints associés du plan

sont sur la droite d’équation = = —%.

Exercice 5.7 :
Exercice 5.8 :

Reconnaitre et préciser les caractéristiques des applications suivantes f, g, h, k et [ définies par :

1. fz)—i=1Q+)(z—9) e fl2)=1+1i)z+1

Le point fixe vérifie f(z) =2 < 2= =L =i

K3
La transformation est donc la composée de la rotation de centre i et d’angle 7/4 avec ’homothétie de centre
i et de rapport v/2.

2. g(z)=(—242i)z+5+1

5+i _ (5+4)(3+24) _ 13413i
- 5 -5

Le point fixe vérifie g(2) = z & 2z = 25

13+132

La transformation est donc la composée de la rotation de centre et d’angle 37 /4 avec 'homothétie de

centre 13131 of de rapport 2v/2.

3. h(z) =1Ez2+2i (1“) z2+2i=1iz+2i
Le point fixe vérifie h(z) = z & 2z = =2 = -2

La transformation est donc la composée de la rotation de centre -2 et d’angle 7/2 avec 'homothétie de centre
—2 et de rapport 1. C’est donc uniquement la rotation de centre -2 et d’angle 7/2 ce qui se voyait en écrivant

h(z) =i(z — (=2)).

4. k(z2) = %z = 7(271‘)2(1%)2 = —1;3iz
Le point fixe est évidemment 0. La transformation est donc la composée de la rotation de centre 0 et d’angle
Arctan(—3) avec ’homothétie de centre 0 et de rapport v/10/2.

5. 0(2) = (—1+2i)z 4 3 — 4i

H AT _ _ 3—4i _ (3—4i)(24+2¢) _ 14-2i _ 7—i
Le point fixe vérifie [(2) = 2 & 2 = 5=5; = 5 = St =

La transformation est donc la composée de la rotation de centre % et d’angle m— Arctan(2) avec ’homothétie
de centre =% et de rapport v/5.

Exercice5.9:

Exercice 5.10:



