Lycée La Prat’s

PTSI

TD 2 Correction Fonctions usuelles et dérivation

1 Fonctions

Exercicel.1:

On se propose de déterminer une fonction f : R — R vériant :
Ve e Rizf(x) + f(1 —z) =2 +2

1. Dans cette question on suppose qu’une telle fonction f existe.
(a) Soit x € R, on applique la relation fonctionnelle & 1 — x et

f@)+ (1 —a)f(1 —a2) =2 - 20 +3

(b) Soit x € R. Multiplion la premiere équation fonctionnelle par 1 — z et soustrayons les 2 équations

fonctionnelles :
(2 —x+1)f(z) =2>+1

(c) Le polynome X2 — X + 1 ne s’annulant pas, on a Vz € R :

22 +1
2—x+1

fz) =

2. Réciproquement, ’application f trouvée convient.

Exercicel.2:
Exercicel1.3:
Soit f(z) =a* — 623+ 2la? — 2z. On a:

fB—z) = (3—2)'—6(3—2)3 + 2 (3—2)?*-2(3—2)

= 2 +23(-12+6) +22(54 — 54+ &) + 2(—108 + 162 — 63 + 2) + 81 — 162 + 189 — 21

2

xt—6x3 + %fo%x
= f(z)

Ainsi la courbe de f est symétrique par rapport a la droite d’équation x =

3
2
Exercicel.4:

Exercicel.5:

Exercice1.6:

2a:+1).

On considere la fonction f définie par f(z) = In(575

1. On veut que ’argument de la fonction In soit strictement positif donc z € R\] — 3, —3]

2. o En factorisant par le gros lim f(z) = In(2).
rT——00

¢ En factorisant par le gros lir+n f(x) =1In(2).
Tr—r+00

e lim f(z) =400

z——3

e lim f(x)=—00
T——1

2
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2(x+43)—(2¢+1)

3. fi(x) = (3;?;12 = (z+3)?2m+1)'

4. On voit directement que f’ > 0 et donc que f est croissante.

5. Graphiquement : cf geogebra

Exercice1.7:

On considére la fonction g définie par g(z) = 2% In(\/z).
1. L’ensemble de définition de g est E, = R7.
2. Par croissance comparée, limg(z) = 0. On sait que lim g¢(z) = +oo
x—0 r——+00

3. On a alors

_1
gi(x) = 2w In(V/z) + 22 % — 2 In(V7) + %

4. On voit directement que g’ > 0 et donc que g est croissante

5. Formons le taux d’accroissement :

%:gm) =z In(y/x) — 0 donc ¢ ainsi prolongée est dérivable en 0 et ¢’'(0) = 0.
z—

6. Cf geogebra

Exercice1.8:

On considére la fonction h définie par h(z) = z/z In(1 — 2?).

1. La fonction h est définie siz > 0etsil—22 >0« z €] —1,1[. Ainsi E, = [0,1].

2. En 0 ce n’est pas une limite : on a h(0) = 0. En revanche limlh(:b) = -0
r—r

3. Ona k() = 3valn(l - 2) + 2va 2 = i (3l - ?) - 225).

4. Dérivons la quantité ¢(z) = 3 In(1 — 2?) — 12_7”;2.
, 3 —2x 4z(1 — 2?) — 22%(—2x) -3 4z 322 —4x — 3
/@) =52 - = -
21— 22 (- 22) =2 (-2 (1-22)7

Cette quantité est négative donc h’ est négative

5. Calculons w = Vhin(1 — h?) = 0 donc h est dérivable en 0 et 2'(0) = 0.
—

6. Cf geogebra

Exercice1l.9:

Etudions la dérivée de f : z — ﬂf(itai;—gl

On a trouve Vz # 1 :

_ (2z4D)(z—1)*— (2’ +2+1)3(x—1)> _ 222 3-1-32%3-32-3 _ —x’—da—4 _ —(z+2)°
f(z) = (@—1)0 = (@—1)% = T@-n)F T (@—DF
On en déduit que f est deux fois décroissante. On a lim f =0, lim f=—-occet lim f =400
x—r+oo z—1- z—1t
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2 Logarithme, exponentielle et puissances

Exercice 2.1:

On a:

L In(z? - 1)+ In(4) =ln(dz —1) ©4(z* - 1) =4z -1 4’ — 4z -3 =0&z = § car x>1

In(|z—1|)+In(|z+2]) =In(| 42% + 32 - 7)
(x—1)(x+2) =42® + 32 -7

=
ou (z—1)(z+2)=—42? -3z +7
322 +2x—-5=0
2. &
oubr?+4r—-9=0
=-32 car z = 1 interdit
=

ouzx=— car z = 1 interdit

ul©o

3. 27" =37 o "I = 2" nB) & 2 In(2) = 2P In(3) @z =0o0uz = -

4. zV® = (2)* < eVT@) — e300 oz =0ouz =1
5.2 447 =15 & X?42X—15=04 X =3 car X0 & 2 = 2

—31n(12)

6. 4¢ — 3$7% _ 3z+% . 223071 o §4x _ Mgz = 4:57171/2 _ 3x72+1/2 &g =
—— 3 In4/3

— 2
?31 \/53“” %41

7. vz + &z = 2 La fonction © — /x + &= est strictement croissante et = 1 est solution : c’est la seule.

Exercice 2.2:

On pose f(z) = z*.
1. f est définie sur R*.
2. En 0 f tend vers 1 (z1lnx tend vers 0 dans I’expo) et en +oo elle tend vers +oo.
3. f’ est dérivable sur R et f'(z) = (In(z) + 1)&” qui est négative avant et positive apres L.

Exercice 2.3 :

Vo € R* on pose f(x) = £

er—1"

x

1. La fonction f est dérivable sur R* et f'(z) = em(e(me;i)f)fmem = (e;_ej)Q. Comme f’ est négtive alors f est
décroissante de plus lim f =0, lim f = —oo, lim f = 4+oo et lim f = 1. La fonction f est donc une
T—r—00 xr—0— z—07t Tr— 400

bijection (TVI) de R* sur | — oo, O[U]1, +o0[

2. Soit y €] — 00, 0[U]1, +00[. On cherche x € R* tel que :

f(z) Y
& o = Yy
= X = yX-1
r=e®
_ —y
& x In(;%7)

] —00,0[U]L, 400 —  R*

y — (L)

On a donc f1:
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Exercice2.4:

Soit A > 0. On pose f(x) = e et on cherche & résoudre I’équation :

1. La fonction f estt srictmeent croissante
2. Soit x € R tel que f(x) = x. L’équation (1) se réécrit f(f(z)) =« donc si f(z) = z alors f(f(z)) = f(x) = x.

3. Réciproquement, soit € R tel que f(f(x)) = . Supposons par ’absurde que f(x) < x alors comme f est
strictement croissante, f(f(z)) < f(z) & x < f(x) ce qui est absurde. De méme si f(x) > z. Alnsi f(z) = z.

—In(\) [

4. Avec un tableau de variation trés simple on se rend compte que x — f(x)—x est décroissante sur | —oo, —

et croissante sur }%(A), +00]

5. On cherche le nombre de fois ou z +— f(x) — x s’annule. Or f(%()‘)) —(

il y a deux solutions, si A = é il n’y a qu’une solutione t aucune si A > %

_ —In(X\) ) _ 14+In())
A

- 1
X .Donc51)\<g

Exercice 2.5 :

1. On considére la fonction f dénie par f(z) = e®™(®),

(a) Ona Dy =R%

(b) La fonction f est dérivable sur R et f'(z) = ¢ (In(x) + 1). La fonction f est donc décroissante sur
10, 1] et croissante sur [, +o0].
(c) On remarque par croissance comparées que z In(x) — 0 donc SRS In(z). &=L — —co.
x—0 z u=x ]n(z) u z—0

(d) Cf geogebra la tangeant en 0 est verticale, le prolongement en 0 est continu mais non dérivable.

2. On considére 'équation (E) : z% = ?

(a) L’équation se réécrit e ™) = g or f(1)=e"1¢~0,69 et g =~ 0,71. Par TVI I'équation E a bien 2
solutions

(b) On se rend compte que % et i fonctionnent, ce sont donc nos deux solutions.

3 Fonctions hyperboliques

Exercice 3.1:

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. 5ch(z) — 3sh(z) =4 On pose X = e” et on trouve z = In(2)

2. 3sh(z) — ch(z) =1 On pose X =e” et on trouve X — 2 =1 & X = 13 o 2 =n(2)
Exercice 3.2:

1. On sait que V¢ € R, ch(¢)> 1 donc en intégrant entre 0 et x positif, sh(z) > x

2. On reintégre entre 0 et z positif pour obtenir ch(x) — 1 > % qui est le résultat demandé. Si x est négatif
I'inégalité reste vraie par parité des membres de gauche et droite.
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Exercice 3.3 :

On définit Vo € R la fonction f par :

1. On a
f(x) = ch(z) cos(x) — sh(z) sin(z)

" (z) = sh(x) cos(z) — ch(z) sin(z) — ch(z) sin(z) — sh(z) cos(x) = —2ch(x) sin(z)
" (z) = =2 (sh(z)sin(x) + ch(z) cos(z))
F® () = =2 (ch(z)sin(z) + sh(z) cos(z) + sh(x) cos(x) — ch(x) sin(z)) = —4sh(z) cos(z)

(4) f® c .
2. On a f'% = —4f donc —*— est une primitive de f.

3) /4 sh(x) sin(x)4ch(x) cos(x) 17 /4 Qe”/‘l—l
Ftydt = f (t)]o/ = (z) ()42- (x) ()]0/ _ ,

3. Ainsi 1

O —

Exercice 3.4:

Exercice 3.5 :

4 Fonction circulaires et circulaires réciproques

Exercice4.1:

Simplifier Va € [—1, 1], les expressions cos(arcsin(z)) et sin(arccos(z))
e On a cos?(arcsin(z)) = 1 — 22 or arcsin(x) € [—m/2,7/2]donc cos(arcsin(z)) = V1 — 22,
e On a sin®(arccos(z)) = 1 — 22 or arccos(z) € [0, ]donc sin(arccos(z)) = v/1 — 2.

Exercice4.2:

On pose f(z) = arcsin( = ).

1. f est définie sur R : une étude de "argument de arcsin montre qu'’il est dans | — 1, 1].

2. Alnsi f est dérivable (regardez bien dans I’étude de ’argument que j’ai sabotée je parle d’intervalle ouvert)

sur Dy et
7 2 1
(20 WA e 1 Vi
2 1+ 22 1 1422 1+ 22
- (o) e

3. Ainsi f(z) = arctan(z) car les deux ont méme dérivée et s’annulent en 0.

Exercice 4.3 :

2x )

On pose f(x) = arcsin(13%s

- .- - 2(1+2?)—2z(2 . . .
Si on dérive on obtient W = ce qui nous permet de voir en faisant un

13_‘;2 € [-1,1] et prend la valeur +1 en £1

2z
1422
tableau de variation que

1. Etudions la quantité
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2. On a la dérivabilité de f sur R\ {—1,1} par théorémes généraux et

) 1 2(1 — z?) 1 2(1—2%)  2(1—a2%)(1+2%)  2sg(l—2?)
Xr) = . = . = —
2 (1+x2)2 (1-22)2 (1+22)2 (1+22)2|1—22]| 14 22
1- (129:2) (14+x2)2
+x
3. Ainsi f(x) = —2arctan(z) + Cq si ¢ < —1 et une evalutation rapide en -1 ou —oo nous apprend que C7 = —,

f(x) = 2arctan(z) + Cy si —1 < & < 1 et une evalutation rapide en 0 nous apprend que Co = 0, f(z) =
—2arctan(z) + C5 si > —1 et une evalutation rapide en 1 ou 400 nous apprend que C; = T,

4. Cf geogebra
Exercice4.4:

sin(arcsin(z)) __ T
cos(arcsin(z)) =~ /1—x2 "

1. tan(arcsin(x)) est défini sur | — 1, 1[. De plus tan(arcsin(z)) =

2. tan(arccos(z)) est défini sur [—1,1]\ {0}. De plus tan(arccos(z)) = Snlarccos(z) _ vi—z?

cos(arccos(x)) T

3. arccos(z) + arccos(—x) est défini sur [—1,1]. De plus sa dérivée sur | — 1,1[ est nulle donc la quantité est
constante égale a 2 arccos(0) = .

4. cos(arctan(x)) est défini sur R. De plus cos?(arctan(z)) =

1
1+z2"°

1
I+tan?(arctan(z)) 1 +x2 Or le cos est positif ici

donc cos(arctan(z)) =
5. sin(arctan(x)) est défini sur R. De plus

1 1 z?
.92 2 — =1 =
; 1 ¢ —1 - =
sin”(arctan(z)) cos”(arctan(z)) 1 + tan?(arctan(z)) 1+22 1422

Or le sin est du signe de « ici donc sin(arctan(z)) =

vV 1+'r2

6. cos?(1 arctan(z)) est défini sur R. De plus cos®(5 arctan(z)) = w = % Vl{:;ﬁ?

7. tan(2arctan(z)) est défini sur R\ {#1}. De plus tan(2arctan(z)) = —2ienlarctan(@) 20

1—tan?(arctan(z)) ~— 1—x2°
8. cos(4arctan(z)) est défini sur R. De plus comme cos(4a) = cos(a)* — 6 cos?(a) sin’(a) + sin®(a), on a :

1 x? zt 1— 622+t

cos(4 arctan(z)) = 22 6(1 ¥ 22)2 + 1+ 22)2 = (1+22)2

Exercice4.5:

On pose f(z) = 7”0“’\:}(;_%)

1. La fonction f est définie sur ]0, 1].

—cos(x 2sin2(% sin(x 2
2 Ona boipled = 20— (G o b2y

3. Posons cos(u) =1 —x >0, on a: f(z) = 2ecestcosw) _ 1_(;28@) — V2.

\/1—cos(u) z—0
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5 Fonction arctan

Exercice5.1:

1 1
1. On a cos?(arctan(z)) = TTtanZ(arctan(@)) — 1322

2. Ainsi comme le cos est positif sur [—m/2,7/2] alors cos(arctan(z)) = \/1i7 Le sin est su signe de x donc
. _ 1 _
sin(arctan(z)) = (/1 — 172 = =

Exercice 5.2 :

Montrer la fonction est dérivable sur R est f'(z) =

1 1 -1 _ *
2 T 1L X —+ = 0 donc la fonction est constante sur R}

est vaut 5 (évaluer en 1).

Exercice 5.3 :

1. Comme 0 <z <y alors & <1 et 2 < 1. Ainsi arctan(3 ) + arctan( 2+ ) < 7 alors on peut en calculer sa

tangente :

+i5, 22 taytyi-ay

xT
T y—x Y

tan | arctan(—) + arctan =
(aretan(2) ) =+

z y—z .2 _ 2
—LE P tay—ayty
Ainsi arctan() + arctan({77) = 7.
2. On a (avec Moivre) :
sin(da)  4cos®(a)sin(a) — 4cos(a)sin®(a)  4tan(a) — 4tan’(a)

tan(4a) =

cos(4a)  cost(a) — 6cos?(a) sin?(a) + sin*(a)  tan*(a) — 6tan®(a) + 1

.. 1 . 74tang(arctan(é))+4tan(arctan(%)) 4 1;5+4é . —1255 480 __ 120 1\ _

Ainsi tan(4arctan(z)) = fan® (arctan(1)) =6 tan? (arctan(21))+1 — 2L -6.Z+1 — 118 — 476 — 119 darctan(g) =
120
arctan({g)

3. On sait que
1 1 120 1 119 1
4arctan(g) - arctan(@) = arctan(l—lg) - arctan(@) = g - (arctan( 120) + arctan(239)>
On applique alors la formule de la question 1 avec x=119 et y=120 et on obtient § — 7 =

Exercice5.4:

Exercice 5.5 :

L Ona:=VeeR, =G =

2. Ainsi

/ /
CE2+1 (E+1 2+1
0

LSl

dz = arctan(n/4) —In(r/44+ 1) =1 — —In(xr/4 4+ 1).



