Lycée La Prat’s PTSI

TD 3 : Primitives et intégrales

1 Primitives

Exercicel.1:

L’ensemble des primitives sur ]‘TQ, +oo][ de la fonction f définie par :

1

0=

est :

2
{$I—>§\/3x—|—2+C’|CER}

Exercice1.2:

1. On a pour tout z € R\ {—1,0}

N
r(x+1) =z x+1
2. Ainsi une primitive de la fonction z — ﬁ sur R\ {-1,0} est c—~In(|z|) +In(j z+1|).

Exercice1.3:

Une primitive de :

1. 7+ ze® est x> Le?”
2

2. z+ tan(x) est —In(| cos(z) |)

z24x—1 1 T _1/2 1/2 2z .
S iy T eat @ T 1w T2 o1 oSt

[

e TR/ ——

221

x42 1 _2z+1 3 1 _ 1 _2z41 3 1 )
4.z — T+z+z2 — 2" 1+z+x2 + 2 1+z+z2 — 2 ' 1+z+z2 + §.§+(w+l)2 est :
4 2
1 3 2 T+ 2z +1
x> 21n(1+x+$2)+2.\/§arctan< \fz) =lIn (\/1+Jc+x2) —l—\/garctan( x\/—g )
5. x> 21—41 = (IH)(“:S*if:M*g)HG =% — 227 + 4z — 8+ 5% est :
x? x3
T Z—z.§+2x2—8x+161n(| 2+x)
cos(x) 1
6. z— () est x — )
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Exercicel.4:

Pour déterminer une primitive de :

. > +x+4
py o TETE
3 —2x—4
On remarque que 2% — 2 — 4 = (v — 2)(2? + 2z + 2).

Ensuite on fait une décomposition en éléments simples :

m2—|—a:+4_ 1 1 1 1

B —2—-4 1-2 2242242 -2 (x+1)2—|—1

Ainsi une primitive sur R\ {2} est :
z+—In(] x —2]) — arctan(x + 1)
Exercice1.5:

Des primitives sur | *; 7| des fonctions :

o t — tan?(t) = 1 +tan?(t) — 1 est t — tan(t) — ¢t

o t i+ tan®(t) = tan?(¢) tan(t) = (1 + tan?(t)) tan(t) — tan(t) est t % + In(cos(t))
o ¢t — tan*(t) = (1 + tan?(¢)) tan?(t) — tan?(t) est t % — tan(t) + ¢

2 Calculs théoriques et fonctions complexes

Exercice 2.1:

Soit f : R — R une fonction et b € R*. On se donne F une primitive de f sur R.

S — R R — R

1. Une primitive de g : > f@+b) sur R est G : z = Fz+b)
N R — R R — R

2. Une primitive de h : v = f) sur R est H : RN %F(bx)

Exercice 2.2:
Déterminons une primitive sur R de z — sin(3z)e?*.
Soit € R. Tout d’abord : sin(3z)e?* = Im(e**)e?® = Im(e(2+39))

R — C R — C

Une primitive sur R de 5o est ;
p r o e2+3)z T ﬁe(2+31)m

Soit z € R. On a:

1 . 2z 2x
——_H3)e _ & sie (2—-3i) = 61—3 (2 cos(3x) + 3sin(3z) + i(2sin(3x) — 3cos(3x)))

2+ 31 13
Ainsi z — % (2sin(3x) — 3 cos(3z)) est une primitive cherchée
Exercice 2.3 :

Déterminons une primitive sur R de ¢ — 2¢t sin®(t).

Soit t € R. Tout d’abord : 2e*sin®(t) = Qet(l_%s(%)) = Re (¢! — e1120t),
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s R — C R — C
Une primitive sur R de v s ef el est o et 1 (14200t

€ — 112

Soit z € R. On a:

1
1+21

. (cos(2z) 4 2sin(2z) + i(sin(2x) — 2 cos(2x)))

(1+21)$ — meQ’Lx(l _ 22) _ i
5 5

Ainsi x — e® + % (cos(2x) + 2sin(2z)) est une primitive cherchée.

Exercice 2.4 :

1. On effectue le changement de variable u = 7 — ¢ :
/4
I = f In(1 + tan(¢))dt
= — f In(1 + tan(7/4 — u))du
/4

w/4 | —tan(u)

—tan(u
w/4

{ hl( 1+t§n(u) )du

w/4

= [ In(2) — In(1 + tan(u))du
0

In(2) — I

us
4

2. Ainsi 2] = TIn(2) & I =

3 Intégration par parties et changement de variable

Exercice 3.1 :
Une primitive sur R de la fonction Arctan est (thm fondamental de I’analyse et une IPP):
x> [ arctan(t)dt = [tarctan(t)]§ — [ zdt = zarctan(z) — 3 In(1 + 2?)

L’ensemble de totues les primitives est donc :

R — R
z — zarctan(z) — 1In(l+2%) +C

{ | C e R}.

Exercice 3.2:
Une primitive sur | — 1, 1[ de la fonction Arcsin est :
@ — [ arcsin(t)dt = [tarcsin(t)]§ — [ ﬁdt = zarcsin(z) + V1 —2? — 1.

L’ensemble de totues les primitives est donc :

{

R — R 1CeRr}
x +— zarcsin(x) +vV1—22+C ’

Exercice 3.3 :

Une primitive sur | — 7, 5[ de la fonction z W est z — [ Cosl(t) dt. Soit x €] — 7, 5[. On a:
T ¥ cos(t) sinz gy 1 sin(@) 1. 1+sin(z)
dt = dt = —— = —[In(1 —In(1 — =—-—In(——=
/0 cos(t) /0 cos?(t)  u=sin(t) / 1—u? 2 [In(1 +u) = In(l =) 2 ( 1-— sin(x)>
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L’ensemble de toutes les primitives est donc :

T s
{ 17330 1 1+s}§(x) c |CER}
r = 3 Il( lfsin(z)) +
Exercice 3.4 :
Exercice 3.5 :
CEE TR T T : tanz T tant : T T
Une primitive sur | — 7, §[ de la fonction o > 52 est x> [ 137anydt. Soit x €] — 3, 5.
T tant _ tan(z) 4 1 _ tan(w) —1/2 | 1 wutl
0 THtant® T, Jo o Traz U = Jo Tru T 21azdU
_ rtan(z) —1/2 1 rtan(z) 9y 1 ptan(z) 1
=Jo rru du+ 7 Jo rezdu+ 3 [ ez du

= —1In(1 + tan(z)) + % In(1 + tan?(z)) + 1 arctan(tan z)

L’ensemble de toutes les primitives est donc :

{ | 32:7 ! : —3In(1 + tan(z)) + ilf(l + tan?(z)) + 32 + C | CeR}.

Exercice 3.6 :
Exercice 3.7 :
Exercice 3.8 :
Calculons les primitives de :

1. z— 933—1_1

On sait que :
1 1/3 1 x+2 1/3 1 2z+41 1 1 1 1 2zx+1 1 1

-1 2-1 3224a+1 x-1 622+a+1 2224241 z2-1 622+a+1 2, , 1. (v3)°
($+§) + {5

Ainsi une primitive est :

zsn(z—1])— i@ +z+1) - %% arctan ((x—l— %)%)

1

1
3. x— A
X

1

5. T +— wos(@)

Exercice 3.9 :
Exercice 3.10:
Exercice 3.11:

Exercice 3.12:



