
Lycée La Prat's PTSI

TD 3 : Primitives et intégrales

1 Primitives

Exercice 1.1 :

L'ensemble des primitives sur ]−23 ,+∞[ de la fonction f dé�nie par :

f(x) =
1√

3x+ 2

est :

{x 7→ 2

3

√
3x+ 2 + C | C ∈ R}

Exercice 1.2 :

1. On a pour tout x ∈ R \ {−1, 0}

1

x(x+ 1)
=

1

x
+
−1
x+ 1

2. Ainsi une primitive de la fonction x 7→ 1
x(x+1) sur R \ {−1, 0} est x 7→ ln(| x |) + ln(| x+ 1 |).

Exercice 1.3 :

Une primitive de :

1. x 7→ xex
2

est x 7→ 1
2e
x2

2. x 7→ tan(x) est − ln(| cos(x) |)

3. x 7→ x2+x−1
(x2−1)2 = 1

x2−1 + x
(x2−1)2 = 1/2

x−1 −
1/2
x+1 + 1

2 .
2x

(x2−1)2 est :

x 7→ 1

2

(
ln(| x− 1 |)− ln(| x+ 1 |)− 1

x2 − 1

)

4. x 7→ x+2
1+x+x2 = 1

2 .
2x+1

1+x+x2 + 3
2 .

1
1+x+x2 = 1

2 .
2x+1

1+x+x2 + 3
2 .

1
3
4+(x+

1
2 )

2 est :

x 7→ 1

2
ln(1 + x+ x2) +

3

2
.
2√
3
arctan

(
x+ 1

2√
3
2

)
= ln

(√
1 + x+ x2

)
+
√
3 arctan

(
2x+ 1√

3

)

5. x 7→ x4

2+x = (x+2)(x3−2x2+4x−8)+16
2+x = x3 − 2x2 + 4x− 8 + 16

2+x est :

x 7→ x4

4
− 2.

x3

3
+ 2x2 − 8x+ 16 ln(| 2 + x |)

6. x 7→ cos(x)
sin4(x)

est x 7→ 1
sin3(x)

.
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Exercice 1.4 :

Pour déterminer une primitive de :

x 7→ x2 + x+ 4

x3 − 2x− 4

On remarque que x3 − 2x− 4 = (x− 2)(x2 + 2x+ 2).

Ensuite on fait une décomposition en éléments simples :

x2 + x+ 4

x3 − 2x− 4
=

1

x− 2
− 1

x2 + 2x+ 2
=

1

x− 2
− 1

(x+ 1)
2
+ 1

Ainsi une primitive sur R \ {2} est :

x 7→ ln(| x− 2 |)− arctan(x+ 1)

Exercice 1.5 :

Des primitives sur ]−π2 ; π2 [ des fonctions :

• t 7→ tan2(t) = 1 + tan2(t)− 1 est t 7→ tan(t)− t

• t 7→ tan3(t) = tan2(t) tan(t) = (1 + tan2(t)) tan(t)− tan(t) est t 7→ tan2(t)
2 + ln(cos(t))

• t 7→ tan4(t) = (1 + tan2(t)) tan2(t)− tan2(t) est t 7→ tan3(t)
3 − tan(t) + t

2 Calculs théoriques et fonctions complexes

Exercice 2.1 :

Soit f : R→ R une fonction et b ∈ R∗. On se donne F une primitive de f sur R.

1. Une primitive de g :
R → R
x 7→ f(x+ b)

sur R est G :
R → R
x 7→ F (x+ b)

2. Une primitive de h :
R → R
x 7→ f(bx)

sur R est H :
R → R
x 7→ 1

bF (bx)
.

Exercice 2.2 :

Déterminons une primitive sur R de x 7→ sin(3x)e2x.

Soit x ∈ R. Tout d'abord : sin(3x)e2x = Im(e3ix)e2x = Im(e(2+3i)x)

Une primitive sur R de
R → C
x 7→ e(2+3i)x est

R → C
x 7→ 1

2+3ie
(2+3i)x

Soit x ∈ R. On a :

1

2 + 3i
e(2+3i)x =

e2x

13
e3ix(2− 3i) =

e2x

13
(2 cos(3x) + 3 sin(3x) + i(2 sin(3x)− 3 cos(3x)))

Ainsi x 7→ e2x

13 (2 sin(3x)− 3 cos(3x)) est une primitive cherchée

Exercice 2.3 :

Déterminons une primitive sur R de t 7→ 2et sin2(t).

Soit t ∈ R. Tout d'abord : 2et sin2(t) = 2et( 1−cos(2t)2 ) = Re
(
et − e(1+2i)t

)
.
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Une primitive sur R de
R → C
x 7→ et − e(1+2i)t est

R → C
x 7→ et − 1

1+2ie
(1+2i)t

Soit x ∈ R. On a :

1

1 + 2i
e(1+2i)x =

ex

5
e2ix(1− 2i) =

ex

5
(cos(2x) + 2 sin(2x) + i(sin(2x)− 2 cos(2x)))

Ainsi x 7→ ex + ex

5 (cos(2x) + 2 sin(2x)) est une primitive cherchée.

Exercice 2.4 :

1. On e�ectue le changement de variable u = π
4 − t :

I =
π/4∫
0

ln(1 + tan(t))dt

= −
0∫
π/4

ln(1 + tan(π/4− u))du

=
π/4∫
0

ln(1 + 1−tan(u)
1+tan(u) )du

=
π/4∫
0

ln( 2
1+tan(u) )du

=
π/4∫
0

ln(2)− ln(1 + tan(u))du

= π
4 ln(2)− I

.

2. Ainsi 2I = π
4 ln(2)⇔ I = π

8 ln(2)

3 Intégration par parties et changement de variable

Exercice 3.1 :

Une primitive sur R de la fonction Arctan est (thm fondamental de l'analyse et une IPP):

x 7→
∫ x
0
arctan(t)dt = [t arctan(t)]x0 −

∫ x
0

t
1+t2 dt = x arctan(x)− 1

2 ln(1 + x2)

L'ensemble de totues les primitives est donc :

{ R → R
x 7→ x arctan(x)− 1

2 ln(1 + x2) + C
| C ∈ R}.

Exercice 3.2 :

Une primitive sur ]− 1, 1[ de la fonction Arcsin est :

x 7→
∫ x
0
arcsin(t)dt = [t arcsin(t)]x0 −

∫ x
0

t√
1−t2 dt = x arcsin(x) +

√
1− x2 − 1.

L'ensemble de totues les primitives est donc :

{ R → R
x 7→ x arcsin(x) +

√
1− x2 + C

| C ∈ R}.

Exercice 3.3 :

Une primitive sur ]− π
2 ,

π
2 [ de la fonction x 7→ 1

cos(x) est x 7→
∫ x
0

1
cos(t)dt. Soit x ∈]−

π
2 ,

π
2 [. On a :

∫ x

0

1

cos(t)
dt =

∫ x

0

cos(t)

cos2(t)
dt =

u=sin(t)

∫ sin x

0

du

1− u2
=

1

2
[ln(1 + u)− ln(1− u)]sin(x)0 =

1

2
ln(

1 + sin(x)

1− sin(x)
)
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L'ensemble de toutes les primitives est donc :

{
]− π

2 ,
π
2 [ → R

x 7→ 1
2 ln(

1+sin(x)
1−sin(x) ) + C

| C ∈ R}.

Exercice 3.4 :

Exercice 3.5 :

Une primitive sur ]− π
2 ,

π
2 [ de la fonction x 7→ tan x

1+tan x est x 7→
∫ x
0

tan t
1+tan tdt. Soit x ∈]−

π
2 ,

π
2 [.∫ x

0
tan t

1+tan tdt =
u=tan t

∫ tan(x)

0
u

1+u .
1

1+u2 du =
∫ tan(x)

0
−1/2
1+u + 1

2
u+1
1+u2 du

=
∫ tan(x)

0
−1/2
1+u du+ 1

4

∫ tan(x)

0
2u

1+u2 du+ 1
2

∫ tan(x)

0
1

1+u2 du

= − 1
2 ln(1 + tan(x)) + 1

4 ln(1 + tan2(x)) + 1
2 arctan(tanx)

L'ensemble de toutes les primitives est donc :

{ ]− π
2 ,

π
2 [ → R

x 7→ − 1
2 ln(1 + tan(x)) + 1

4 ln(1 + tan2(x)) + 1
2x+ C

| C ∈ R}.

Exercice 3.6 :

Exercice 3.7 :

Exercice 3.8 :

Calculons les primitives de :

1. x 7→ 1
x3−1

On sait que :

1

x3 − 1
=

1/3

x− 1
−1

3

x+ 2

x2 + x+ 1
=

1/3

x− 1
−1

6
.

2x+ 1

x2 + x+ 1
−1

2
.

1

x2 + x+ 1
=

1

x− 1
−1

6
.

2x+ 1

x2 + x+ 1
−1

2
.

1

(x+ 1
2 )

2 +
(√

3
2

)2
Ainsi une primitive est :

x 7→ 1
3 ln(| x− 1 |)− 1

6 ln(x
2 + x+ 1)− 1

2 .
2√
3
arctan

(
(x+ 1

2 ).
2√
3

)
2. x 7→ 1

(x3−1)2

3. x 7→ 1
x3(1+x3)

4. x 7→ x
1+x4

5. x 7→ 1
cos(x)

Exercice 3.9 :

Exercice 3.10 :

Exercice 3.11 :

Exercice 3.12 :
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