TD 4 : Corrigé Equations différentielles

1 Ordrel

Exercicel.1:

Résolvons sur R les équations homogenes suivantes :

L. ¢ + 752y = 0. Une primitive de 2 — = est 2+ arctan(z) donc 'ensemble des solutions est :

R — R

{ r = Ae” arctan(z) | A€ R}

2. y' + cos(x)y = 0. Une primitive de x +— cos(x) est x — sin(x) donc l’ensemble des solutions est :

R — R

{ r = Ae— sin(z) | A€ R}

3. ¥+ 255y = 0. Une primitive de z — Tz est o — % In(1 + 22) donc I’ensemble des solutions est :

R — R R — R
{ bt |AERI={_ T 4 |AeR}
r = e 2 Vita?

Exercice1.2:

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. ¥~y = z. Une primitive de x — —1 est  — —x donc 'ensemble des solutions de I’équation homogéne associée

est :
R —- R
r — Ae”

{ | A€R).

On remarque de plus que  — —1 — z est une solution particuliére de ’équation donc I’ensemble des solutions

est :
R — R
z +— Ae® -1

{ _, l4eR)

2. y'+y =2(e”+e"). Une primitive de z — 1 est z — = donc l’ensemble des solutions de I’équation homogéne

associée est :
R — R

{x = Ae™® | A €R}

On cherche alors une solution de la forme z — A(z)e~*. En injectant dans I’équation différentielle, on obtient

Alz)e ™ =2(e" + e %) & A(z) = 2(e* +1)

On prend alors A(z) = €2* + 2z et la solution particuliére est x — e + 2ze~" Ainsi 'ensemble des solutions

est :
R — R

{x — Ae % +e® +2xe”* | A€R}

3.y =2y+ (22% — 1)6’32 sy -2y = (22% — 1)e$2. Une primitive de z — —2 est z — —2x donc 'ensemble des

solutions de ’équation homogéne associée est :

R — R
x = Ae®

{ | A€R}.



On cherche alors une solution de la forme z + e (az + b). En injectant dans I’équation différentielle, on
obtient )
2 2 2
22¢” (ax +b) +e* a—2e¢" (ax +b) = (22° —1)e* ©a=1letb=1

On prend alors la solution particuliére est x — e’ (z + 1) Ainsi I’ensemble des solutions est :

R — R
T A62x+ex2(x+l)

{ | A e R}

4. (2 + 1)y +2y=0&y +
solutions est :

7277Y = 0. Une primitive de z — %5 est z — 3 ln(l + 22) donc I’ensemble des

R — R R — R
{ Ao b In(14a?) |AeR}={ ., _a |A€eR}
T e 2 VitaZ
5. ¥ +ytan(z) = cos?(x). On se place sur I =] — Z, Z[. Une primitive de x — tan(z) est 2 — — In(cos(x)) donc
I’ensemble des solutions de 1’équation homogéne associée est :
R — R R — R
{ T Aeln(cos(z)) ‘ A€ R} { — ACOS(I) ‘ A€ R}

On cherche alors une solution de la forme = +— A(z)cos(xz). En injectant dans ’équation différentielle, on
obtient
A'(z) cos(z) = cos?(x) & A'(z) = cos(x)

On prend alors A(z) = sin(x) et la solution particuliére est x — sin(z) cos(z). Ainsi 'ensemble des solutions

est :
R — R

{ x +—  Acos(x) + sin(z) cos(z) A€ R}

Exercicel.3:

Résolvons sur |1, +oo[ I'équation :

xT

, 1
Yy +-y= .
T x—1

Une primitive de x — % est z — In(x) donc I'ensemble des solutions de I’équation homogéne associée est :

1,400 — R 1,400 — R
vl = R 1aemy=(Ibtel = B

x

{ | A e R}

On cherche alors une solution de la forme x +— A(x) . En injectant dans ’équation différentielle, on obtient
A(x) x x? 1
= & Alx) = = 1+ —
T r—1 (z) r—1 =r + -1

On prend alors A(x) = 22 + 2 + In(z — 1) et la solution particuliére est z — = + 1 + @ Ainsi ’ensemble des

solutions est :
1,400 — R

x — +x+1+

{ ln(a: 1) ‘ Ae R}

Exercicel.4:

Résoudre sur R* I’équation

xy +y = Arctan(z).

L’équation se rééccrit y + Ly = T4 Une primitive de « +— L est  ~ In(z) donc Pensemble des solutions de
I’équation homogéne associée est :
10, 400 — R 10, +oo[ - R
(Jteel = R lAemy— = 5 laew



A(m)

On cherche alors une solution de la forme = +— . En injectant dans ’équation différentielle, on obtient

A;Ex) _ arctin(m) o A'(z) = arctan(z)

On prend alors A(z) = [ arctan(t)dt = [tarctan(t)]§ — [ H_%dt = zarctan(z) — 1 1In(1 + 2?) et la solution
particuliére est z — arctan(z) — o= In(1 + z%) Ainsi I'ensemble des solutions est :

10,400 — R

{ x — 2 +arctan(z) — & In(1 + 2?) [ AR}

Exercicel.5:

Résolvons le systéme différentiel suivant :

' =2tx —y + tcos(t)
Yy = x + 2ty + tsin(t)

On pose z(t) = x(t) + iy(t) de sorte que :
Z'(t) o' (t) + iy’ (t)
= 2tx —y+tcos(t) +i(z + 2ty + tsin(t))
= (2t +1i)(z +iy) + te'

Donc z est solution de I’équation 2’ — (2t + i)z = te'

Une primitive de t +— —(2t + i) est t — —(¢? + it) donc 'ensemble des solutions homogenes est :

R — C
{t s Aet2+it |A€C}

Une solution particuliére est ¢ —> 1 e donc I'ensemble des solutions est :

— C
2, . )
— Aet +it %ezt

{

R
) | AeC}.

Toute solution est donc de la forme (a + ib)e!” Tit — e et donc :

z(t) = e’ (acos(t) — bsin(t)) — 5 cos(t) e
{y(t) ¢ (boos(t) + asin(t)) — L sin(t) beR

2
Exercice1.6:

Résolvons le probléme de Cauchy suivant sur | — 1, +o0] :

(x+ 1)y —2y+1=0
y(0) =2

1

L’équation se rééccrit 1Y = 377- Une primitive de z — =5 = -1+ %H est = —x + In(z + 1) donc

I’ensemble des solutions de 1’équation homogéne associée est :

-1, - R
+OO[ Ae” | Ae R}
X — 3’/'7"1‘1

| = 1,400 — R

T —  Aet— In(z+1) |AER}_{]

{

On cherche alors une solution de la forme z — A( ) . En injectant dans I’équation différentielle, on obtient

A’(x)e””_ -1 / _ —x
r+1 —x+1(:)A(x)——e




1

1T Ainsi ’ensemble des solutions est :

On prend alors A(z) = e~” et la solution particuliére est x —
10,400 —

R
T s Aew—‘rl | A S R}

r+1

{

10, +o0]

_)
Ainsi y(0) =2 A+ 1=2<«< A= 1. La solution cherchée est donc L, el -

2 Ordre 2

Exercice 2.1:

Résoudre dans R 1’équation :

y" + 4y’ — 5y =0.

Exercice 2.2

Résoudre dans R I’équation :

y//_2y/+y20.

Exercice 2.3 :

Résoudre dans R 1’équation :
v +2y +2y=0.
Exercice 2.4 :
Trouver une solution particuliére de la forme f(z) = Cze® de I’équation :
y' — 4y + 3y =e”.
Exercice 2.5 :
Trouver une solution particuliére de la forme f(z) = Cz2e® de 1’équation :
y// _ 2y/ +y = e

Exercice 2.6 : T rouver une solution particuliére de :

y' 4+ y +y = 8" cos’(x).

Indication : on pourra linéariser cos®(x) puis passer dans C.

Exercice 2.7 : R ésoudre les équations différentielles suivantes :

1. y" =5y +6y=2%+1
2.y =2y +y =2
3.y +4y +4y=e7"

4. y" — 4y + 4y = sin(x)



Exercice 2.8 : D éterminer la solution au probléme de Cauchy :

y' =4y +dy =S5
y(1) =1
y(1)=0

Indication : on pourra pose la fonction z vérifiant y(z) = e?*z(x).

Exercice 2.9 : D éterminer la solution au probléme de Cauchy :

y' —2(1+4)y +2iy=a+1
y(0) =0
y'(0) =0

3 Recollement

Exercice 3.1:

1. Résolvons I'équation differentielle (1 + ¢3)y’ + t>y = t? sur | — oo, —1[ et sur | — 1, +o0|.

t2 f2

22 L 1A : / _t
On rééccrit 'équation y' + ey T e

e On se place sur | — 0o, —1[ . L’ensemble des solutions de I’équation homogéne associée est :

| — o0, —1] — R ] —o0,-1[ — R
¢ L Ae-tmaren [AERF={" —A_ |A€R}

{
7 e

Une solution particuliére est ¢ — 1 donc I’ensemble des solutions est :
] —o0, -1 — R
t — Wﬁ +1 |A€R}
e On se place sur | — 1, +00[ . De méme ’ensemble des solutions est :
|—o00,—1] —
t - At | AeR}

e Si on a une solution f définie sur R alors il existe deux réels A; et As tels que
A1 H
———=41 sit> -1
Fty =4 ViEH

A2 1] sit<-—1

SV 1341
La fonction f etant solution d’une équation différentielle elle est dérivable et donc continue en —1. Ainsi
sa limite lorsque ¢ tend vers -1 doit exister. Cela force A; = A; =0 et f = 1 est constante

L’ensemble des solutions homogeénes

2. Résoudre léquation différentielle (¢t + 1)y’ — 2y = (t + 1)* sur | — oo, —1[ et sur ] — 1,4oc[. Les solutions
existent-elles sur R ?.

Exercice 3.2:
Soit I’équation différentielle (E) xy’ + y = ch(x). Soit (H) I'équation homogene associée.
1. Résoudre (E) sur R et sur R*.
2. Trouvez toutes les fonctions définies sur R et solution de (H) sur R.
3. Trouvez toutes les fonctions définies sur Ret solution de (E) surR.
4

. Trouvez toutes les solutions définies sur R et solution sur R de ’équation différentielle : —sh(2z)y’ + 2y =0



