
TD 4 : Corrigé Equations di�érentielles

1 Ordre 1

Exercice 1.1 :

Résolvons sur R les équations homogènes suivantes :

1. y′ + 1
1+x2 y = 0. Une primitive de x 7→ 1

1+x2 est x 7→ arctan(x) donc l'ensemble des solutions est :

{ R → R
x 7→ Ae− arctan(x) | A ∈ R}.

2. y′ + cos(x)y = 0. Une primitive de x 7→ cos(x) est x 7→ sin(x) donc l'ensemble des solutions est :

{ R → R
x 7→ Ae− sin(x) | A ∈ R}.

3. y′ + x
x2+1y = 0. Une primitive de x 7→ x

1+x2 est x 7→ 1
2 . ln(1 + x2) donc l'ensemble des solutions est :

{
R → R
x 7→ Ae−

1
2 . ln(1+x

2) | A ∈ R} = {
R → R
x 7→ A√

1+x2

| A ∈ R}.

Exercice 1.2 :

Résoudre les équations di�érentielles suivantes :

1. y′�y = x. Une primitive de x 7→ −1 est x 7→ −x donc l'ensemble des solutions de l'équation homogène associée
est :

{ R → R
x 7→ Aex

| A ∈ R}.

On remarque de plus que x 7→ −1−x est une solution particulière de l'équation donc l'ensemble des solutions
est :

{ R → R
x 7→ Aex − 1− x

| A ∈ R}

2. y′+y = 2(ex+ e−x). Une primitive de x 7→ 1 est x 7→ x donc l'ensemble des solutions de l'équation homogène
associée est :

{ R → R
x 7→ Ae−x

| A ∈ R}.

On cherche alors une solution de la forme x 7→ A(x)e−x. En injectant dans l'équation di�érentielle, on obtient

A′(x)e−x = 2(ex + e−x)⇔ A′(x) = 2(e2x + 1)

On prend alors A(x) = e2x + 2x et la solution particulière est x 7→ ex + 2xe−x Ainsi l'ensemble des solutions
est :

{ R → R
x 7→ Ae−x + ex + 2xe−x

| A ∈ R}

3. y′ = 2y + (2x2 − 1)ex
2 ⇔ y′ − 2y = (2x2 − 1)ex

2

. Une primitive de x 7→ −2 est x 7→ −2x donc l'ensemble des
solutions de l'équation homogène associée est :

{ R → R
x 7→ Ae2x

| A ∈ R}.
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On cherche alors une solution de la forme x 7→ ex
2

(ax + b). En injectant dans l'équation di�érentielle, on
obtient

2xex
2

(ax+ b) + ex
2

a− 2ex
2

(ax+ b) = (2x2 − 1)ex
2

⇔ a = 1 et b = 1

On prend alors la solution particulière est x 7→ ex
2

(x+ 1) Ainsi l'ensemble des solutions est :

{
R → R
x 7→ Ae2x + ex

2

(x+ 1)
| A ∈ R}

4. (x2 + 1)y′ + xy = 0⇔ y′ + x
x2+1y = 0. Une primitive de x 7→ x

1+x2 est x 7→ 1
2 . ln(1 + x2) donc l'ensemble des

solutions est :

{
R → R
x 7→ Ae−

1
2 . ln(1+x

2) | A ∈ R} = {
R → R
x 7→ A√

1+x2

| A ∈ R}.

5. y′+ y tan(x) = cos2(x). On se place sur I =]− π
2 ,

π
2 [. Une primitive de x 7→ tan(x) est x 7→ − ln(cos(x)) donc

l'ensemble des solutions de l'équation homogène associée est :

{ R → R
x 7→ Aeln(cos(x))

| A ∈ R} = { R → R
x 7→ A cos(x)

| A ∈ R}.

On cherche alors une solution de la forme x 7→ A(x) cos(x). En injectant dans l'équation di�érentielle, on
obtient

A′(x) cos(x) = cos2(x)⇔ A′(x) = cos(x)

On prend alors A(x) = sin(x) et la solution particulière est x 7→ sin(x) cos(x). Ainsi l'ensemble des solutions
est :

{ R → R
x 7→ A cos(x) + sin(x) cos(x)

| A ∈ R}

Exercice 1.3 :

Résolvons sur ]1,+∞[ l'équation :

y′ +
1

x
y =

x

x− 1
.

Une primitive de x 7→ 1
x est x 7→ ln(x) donc l'ensemble des solutions de l'équation homogène associée est :

{ ]1,+∞[ → R
x 7→ Ae− ln(x) | A ∈ R} = { ]1,+∞[ → R

x 7→ A
x

| A ∈ R}.

On cherche alors une solution de la forme x 7→ A(x)
x . En injectant dans l'équation di�érentielle, on obtient

A′(x)

x
=

x

x− 1
⇔ A′(x) =

x2

x− 1
= x+ 1 +

1

x− 1

On prend alors A(x) = x2 + x + ln(x − 1) et la solution particulière est x 7→ x + 1 + ln(x−1)
x Ainsi l'ensemble des

solutions est :

{
]1,+∞[ → R

x 7→ A
x + x+ 1 + ln(x−1)

x

| A ∈ R}

Exercice 1.4 :

Résoudre sur R∗+ l'équation

xy′ + y = Arctan(x).

L'équation se rééccrit y′ + 1
xy = arctan(x)

x . Une primitive de x 7→ 1
x est x 7→ ln(x) donc l'ensemble des solutions de

l'équation homogène associée est :

{ ]0,+∞[ → R
x 7→ Ae− ln(x) | A ∈ R} = { ]0,+∞[ → R

x 7→ A
x

| A ∈ R}.
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On cherche alors une solution de la forme x 7→ A(x)
x . En injectant dans l'équation di�érentielle, on obtient

A′(x)

x
=

arctan(x)

x
⇔ A′(x) = arctan(x)

On prend alors A(x) =
∫ x
0
arctan(t)dt = [t arctan(t)]x0 −

∫ x
0

t
1+t2 dt = x arctan(x) − 1

2 ln(1 + x2) et la solution

particulière est x 7→ arctan(x)− 1
2x ln(1 + x2) Ainsi l'ensemble des solutions est :

{ ]0,+∞[ → R
x 7→ A

x + arctan(x)− 1
2x ln(1 + x2)

| A ∈ R}

Exercice 1.5 :

Résolvons le système di�érentiel suivant :

{
x′ = 2tx− y + t cos(t)

y′ = x+ 2ty + t sin(t)
.

On pose z(t) = x(t) + iy(t) de sorte que :

z′(t) = x′(t) + iy′(t)
= 2tx− y + t cos(t) + i(x+ 2ty + t sin(t))
= (2t+ i)(x+ iy) + teit

Donc z est solution de l'équation z′ − (2t+ i)z = teit

Une primitive de t 7→ −(2t+ i) est t 7→ −(t2 + it) donc l'ensemble des solutions homogènes est :

{
R → C
t 7→ Aet

2+it | A ∈ C}

Une solution particulière est t 7→ −1
2 eit donc l'ensemble des solutions est :

{
R → C
t 7→ Aet

2+it − 1
2e
it | A ∈ C}.

Toute solution est donc de la forme (a+ ib)et
2+it − 1

2e
it et donc :{

x(t) = et
2

(a cos(t)− b sin(t))− 1
2 cos(t)

y(t) = et
2

(b cos(t) + a sin(t))− 1
2 sin(t)

avec a, b ∈ R

Exercice 1.6 :

Résolvons le problème de Cauchy suivant sur ]− 1,+∞[ :

{
(x+ 1)y′ − xy + 1 = 0

y(0) = 2
.

L'équation se rééccrit y′ − x
x+1y = −1

x+1 . Une primitive de x 7→ −x
x+1 = −1 + 1

x+1 est x 7→ −x + ln(x + 1) donc
l'ensemble des solutions de l'équation homogène associée est :

{ ]− 1,+∞[ → R
x 7→ Aex−ln(x+1) | A ∈ R} = { ]− 1,+∞[ → R

x 7→ Aex

x+1

| A ∈ R}.

On cherche alors une solution de la forme x 7→ A(x)ex

x+1 . En injectant dans l'équation di�érentielle, on obtient

A′(x)ex

x+ 1
=
−1

x+ 1
⇔ A′(x) = −e−x
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On prend alors A(x) = e−x et la solution particulière est x 7→ 1
x+1 Ainsi l'ensemble des solutions est :

{ ]0,+∞[ → R
x 7→ Aex+1

x+1

| A ∈ R}

Ainsi y(0) = 2⇔ A+ 1 = 2⇔ A = 1. La solution cherchée est donc
]0,+∞[ → R

x 7→ ex+1
x+1

.

2 Ordre 2

Exercice 2.1 :

Résoudre dans R l'équation :

y′′ + 4y′ − 5y = 0.

Exercice 2.2 :

Résoudre dans R l'équation :

y′′ − 2y′ + y = 0.

Exercice 2.3 :

Résoudre dans R l'équation :

y′′ + 2y′ + 2y = 0.

Exercice 2.4 :

Trouver une solution particulière de la forme f(x) = Cxex de l'équation :

y′′ − 4y′ + 3y = ex.

Exercice 2.5 :

Trouver une solution particulière de la forme f(x) = Cx2ex de l'équation :

y′′ − 2y′ + y = ex.

Exercice 2.6 :T rouver une solution particulière de :

y′′ + y′ + y = 8ex cos3(x).

Indication : on pourra linéariser cos3(x) puis passer dans C.

Exercice 2.7 :R ésoudre les équations di�érentielles suivantes :

1. y′′ − 5y′ + 6y = x2 + 1

2. y′′ − 2y′ + y = 2ex

3. y′′ + 4y′ + 4y = e−x

4. y′′ − 4y′ + 4y = sin(x)
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Exercice 2.8 :D éterminer la solution au problème de Cauchy :
y′′ − 4y′ + 4y = e2x

x2

y(1) = 1

y′(1) = 0

.

Indication : on pourra pose la fonction z véri�ant y(x) = e2xz(x).

Exercice 2.9 :D éterminer la solution au problème de Cauchy :
y′′ − 2(1 + i)y′ + 2iy = x+ i

y(0) = 0

y′(0) = 0

.

3 Recollement

Exercice 3.1 :

1. Résolvons l'équation di�erentielle (1 + t3)y′ + t2y = t2 sur ]−∞,−1[ et sur ]− 1,+∞[.

On rééccrit l'équation y′ + t2

1+t3 y = t2

1+t3 .

• On se place sur ]−∞,−1[ . L'ensemble des solutions de l'équation homogène associée est :

{
]−∞,−1[ → R

t 7→ Ae−
1
3 ln(|1+t3|) | A ∈ R} = {

]−∞,−1[ → R
t 7→ A

3
√
|t3+1|

| A ∈ R}

Une solution particulière est t 7→ 1 donc l'ensemble des solutions est :

{
]−∞,−1[ → R

t 7→ A
3
√
|t3+1|

+ 1 | A ∈ R}

• On se place sur ]− 1,+∞[ . De même l'ensemble des solutions est :

{
]−∞,−1[ → R

t 7→ A
3
√
|t3+1|

+ 1 | A ∈ R}

• Si on a une solution f dé�nie sur R alors il existe deux réels A1 et A2 tels que

f(t) =


A1

3
√
|t3+1|

+ 1 si t > −1
A2

3
√
|t3+1|

+ 1 si t < −1

La fonction f etant solution d'une équation di�érentielle elle est dérivable et donc continue en −1. Ainsi
sa limite lorsque t tend vers -1 doit exister. Cela force A1 = A2 = 0 et f = 1 est constante

L'ensemble des solutions homogènes

2. Résoudre l'équation di�érentielle (t + 1)y′ − 2y = (t + 1)4 sur ] − ∞,−1[ et sur ] − 1,+∞[. Les solutions
existent-elles sur R ?.

Exercice 3.2 :

Soit l'équation di�érentielle (E) xy′ + y = ch(x). Soit (H) l'équation homogène associée.

1. Résoudre (E) sur R∗+ et sur R∗−.

2. Trouvez toutes les fonctions dé�nies sur R et solution de (H) sur R.

3. Trouvez toutes les fonctions dé�nies sur Ret solution de (E) surR.

4. Trouvez toutes les solutions dé�nies sur R et solution sur R de l'équation di�érentielle : −sh(2x)y′ + 2y = 0
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