
TD 5 : Systèmes linéaires

1 Premiers contacts

Exercice 1.1 :

Résoudre le système :
x1 − x2 + 3x3 = 1

x2 − x3 = 1

2x3 = 3

Exercice 1.2 :

On considère le système suivant d'inconnues (x, y, z) ∈ R3 :

{
x+ 2y + 3z = 3

2x+ y + z = 1
.

1. Sans résoudre et sans calcul, montrer que l'on peut trouver (x0, y0, z0) et (u, v, w) dans K3 tels que l'ensemble

des solutions soit :

{(x0 + tu, y0 + tv, z0 + tw) | t ∈ R}.

2. Résoudre le système.

Exercice 1.3 :

On considère le système suivant :

{
x+ 2y + 3z = 3

3x+ 6y + 9z = λ
.

Résoudre en fonction du paramètre λ.

Exercice 1.4 :

Montrer que


x1 − x2 = 1

x2 − x3 = 1

x3 − x1 = 1

est incompatible.

Exercice 1.5 :

On considère le système


x1 − x2 = −1
x2 − x3 = 0

x3 − x1 = 1

.

1. Trouver une solution particulière de la forme (0, x2, x3).

2. En déduire l'ensemble de toutes les solutions.
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2 Matrices

Exercice 2.1 :

On considère la matrice :

M =


1 1 −1 2
−2 −1 4 3
1 2 1 −1
−2 −2 2 4

 .

1. En prenant m1,1 comme pivot, montrer que la matrice M est équivalente par lignes à une matrice dont la

première colonne a un seul coe�cient non nul.

2. En prenant comme pivot l'élément se trouvant maintenant en position (2, 2), et en faisant des opérations sur

les lignes et les colonnes, transformer la matrice en une matrice de la forme
1 1 −1 2
0 1 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

 .

3. Transformer maintenant cette matrice en une matrice triangulaire supérieure.

Exercice 2.2 :

On considère les matrices :

M =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1

 et M ′ =

1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0


En considérant les systèmes dont M et M ′ sont les matrices augmentées, montrer que ces deux matrices ne sont

pas équivalentes par ligne.

Exercice 2.3 :

Soit k ∈ R. On considère la matrice :

1 2 k 1
0 k − 1 −(2k + 1) −1
0 0 k − 2 k − 1

 .

Pour quelles valeurs de k, la matrice est-elle échelonnée par lignes ?

Exercice 2.4 :

On considère les matrices :

A =


1 0 −1 0
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

, B =


1 0 −1 1
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 et C =


1 1 −1 2
0 1 2 7
0 0 0 −10
0 0 0 0

.

1. Lesquelles sont échelonnées-réduites ?

2. A l'aide d'une seule opération élémentaire, transformer B en une matrice échelonnée-réduite.

3. Transformer C en une matrice échelonnée-réduite en faisant exactement 4 opérations élémentaires.
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Exercice 2.5 :

Déterminer la matrice échelonnée réduite équivalente par lignes à la matrice :

1 4 9
4 9 16
9 16 25

 .

Exercice 2.6 :

Déterminer le rang d'un système dont la matrice est :


1 1 0 1
3 m −1 3
m 3 −2 0
−1 0 2 3

 .

Exercice 2.7 :

Déterminer la matrice échelonnée réduite équivalente par lignes à la matrice :


1 −1 1 −1 1
1 1 2 −1 0
2 −2 3 −1 2
4 −2 6 −3 3

 .

Exercice 2.8 :

Transformer, via des opérations élémentaires sur les lignes, la matrice :


1 −α 1 −1 1
α −1 1 −1 1
−1 1 0 α 1
α −1 1 −1 1

 ,

en une matrice échelonnée par lignes. On discutera selon les valeurs de α.

3 Résolution de systèmes

Exercice 3.1 :

Déterminer l'intersection des trois plans d'équations :

2x+ y − 2z = 1, −2x− 2y + 3z = 1 et 3x− y − 2z = 5.

Exercice 3.2 :

Déterminer l'intersection des trois plans d'équations :

2x+ 2y − z = 1, x− y + 2z = 1 et 7x+ y + 4z = 4.

Que dire de l'intersection des deux premiers ?

Exercice 3.3 :

Résoudre le système suivant :
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
x − 3y + 2z + t = −2
2x + 4y + z + 2t = 4

7x + 9y + 5z + 7t = 10

−4x − 18y + z − 4t = −16

Exercice 3.4 :

Résoudre :
2y − z = 1

−2x − 4y + 3z = −1
x + y − 3z = −6

Exercice 3.5 :

Résoudre :
x + z = 1

y + z = 0

x + y = 1

2x + 3y = 0

4 Systèmes avec paramètres

Exercice 4.1 :

Résoudre selon les valeurs de a et b ∈ C le système :
ax + by + z = 1

x + aby + z = b

x + by + az = 1

Exercice 4.2 :

Soient (a, b, c) ∈ C3 tous distincts. Résoudre :
x + ay + a2z = a3

x + by + b2z = b3

x + cy + c2z = c3

Exercice 4.3 :

Soient (a, b, c) ∈ R3. On considère le système :


x + 2y − z = a

−2x − 3y + 3z = b

x + y − 2z = c

.

1. A quelle condition le système admet-il des solutions ?

2. Résoudre le système avec (a, b, c) = (0, 0, 1) puis (a, b, c) = (1,−2, 1).

Exercice 4.4 :

Discuter, en fonction du paramètre m, le nombre de solutions du système :

{
mx + y = 1

x + my = 1
.
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Exercice 4.5 :

Résoudre suivant la valeur du paramètre t ∈ R le système :


(2 + t)x + 2y − z = 0

2x + (t− 1)y + 2z = 0

−x + 2y + (2 + t)z = 0

.

Exercice 4.6 :

Résoudre suivant la valeur du paramètre m ∈ R le système :


x + my + m2z + m3t = 1

mx + m2y + m3z + t = 1

m2x + m3y + z + mt = 1

m3x + y + mz + m2t = 1

.
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