TD 5 : Systémes linéaires corrigé

1 Premiers contacts

Exercicel.1:

Résoudre le systéme :

r1 — T2 + 3xz3 = 1
To — x3 = 1
2333 = 3

On trouve 3 = 3 puis 25 = 3 et enfin z; = —1.

Exercice1.2:

On considére le systéme suivant d’inconnues (z,y,2) € R? :

r+2y+32=3
2r+y+z2=1

1. Il s’agit de 'intersectiond e deux plans non paralleles dans ’espace : c’est donc une droite que 'on peut écrire
point (g, Yo, 20)-+paramétre t*vecteur directeur (u,v,w) ou encore :

{(zo + tu,yo + tv, 20 + tw) | t € R}.

2. Une solution & ce systéme est (0,0, 1) une solution du systéme homogene est (1/3,—5/3,1) donc I’ensemble

des solutions est : ) .
{(t.g, —tg, 1+¢)|teR}.

Exercice1.3:
{x+2y+3,z:3 N {x+2y+3z=3
3z+6y+92 =X LxL2-3L1 |0=XA—-9
Donc si A # 9 il n’y a pas de solution et si A =9 on a un plan d’équation = + 2y + 3z = 3 ou encore
(x,y,2) = (3—2y —3z,y,2) = (3,0,0) + y(—2,1,0) + 2(-3,0,1)
qui nous donne un point et deux vecteurs “libres” du plan.

Exercicel.4:

Ilfﬁcz:l Ilfiig:l £ZJ1*ZL'2:1

r9 —x3=1 & Tr9—x3=1 & 2o —x3 =1 or la derniére ligne est absurde donc le
L3« L3z+1L1 L3<L3+L2

x3—xr1 =1 T3 — X9 =2 0=3

systéme est incompatible.
Exercice1.5:
1 — Tg = -1
On considére le systéme ¢ 2o — 23 =0
T3 —T1 — 1
1. On remarque qu’une solution particuliére est (0,1, 1).
1 — T2 = 0
2. Le systéme homogeéne associé est { 7o — 23 =0 <& 21 = x5 = x3 ou encore (x1,x9,x3) = x3(1,1,1) donc
Tr3 —T1 — 0

I’ensemble des solutions est
{({t,14+t,1+1) |t eR}.



2 Matrices

Exercice 2.1:

On considére la matrice :

-2 -1 4 3
M= 1 2 1 -1
-2 =2 2 4
1 1 -1 2 11 -1 2
1 -2 -1 4 3 01 2 7
’ 1 2 1 -1 01 2 =3
-2 -2 2 4 0 0 O 8
11 -1 2 11 -1 2
9 01 2 7 01 2 7
1o 1 2 -3 0 0 0 -10
0 0 O 8 0 0 O 8
11 -1 2 11 -1 2 11 -1 2
3 01 2 7 o1 2 7 o1 2 7
10 0 0 -—10 Lae Lo 0 0 0 1| ryer4—8510 0 0 1
0 0 O - 0 0 0 8 00 0 O
Exercice 2.2:
On considére les matrices :
1 0 00 1 0 0 1
M=|0 1 0 O0OJeeM =10 1 0 0
0 0 1 1 0 010
=0 r=1
La premiere matrice donne le systéme ¢ y =0 et la deuxiéme ¢ y =0  deux matrices equivalentes correspondent
z=1 z=0

a deux systemes equivalents et deux systemes equivalents ont méme solution. On en déduit que les deux matrices
n’étaient pas équivalentes par ligne.

Exercice 2.3 :

Soit k € R. On considére la matrice :

12 k 1
0 k-1 —(2k+1) -1
0 0 k-2 k-1

Pourk # 1, la matrice est échelonnée par lignes.
Exercice 2.4 :

On considére les matrices :

1 0 -1 0 10 -1 1 11 -1 2

01 2 0 01 2 0 01 2 7
A= 0 0 0 1 B = 0 0 0 1 et ¢ = 00 0 -10

00 0 O 0 0 0 O 00 O 0



1. Seule A est échelonnée réduite

1 0 -1 1 1
01 2 0 0
2B=10 0 0 1|t |0
0O 0 0 O 0
1 1 -1 2 1 1
01 2 7 0 1
0 0 0 —10] Lzers/(-100]0 O
0 0 O 0 0 0
Exercice 2.5 :
Ona:
1 4 9 1 4 9
4 9 16| ~(0 -7 =20 ~
9 16 25 0 —20 -—56) LeeThem
Exercice 2.6 :
Exercice 2.7 :
On a:
1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1
1 1 2 -1 0 0o 2 1 0
2 -2 3 -1 2 o 0 1 1
4 -2 6 -3 3 0o 2 2 1
1 -1 1 -1 1 1 -1
0 1 1/2 0 —1/2 0 1
0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

Exercice 2.8 :

3 Résolution de systémes

Exercice 3.1:

L’intersection des trois plans d’équations :

0 -1 0
1 2 0
0 0 1
0 0 0
-1 2 11 -1 0
2 7 01 2 0
0 1| rocin-t,|0 0 0 1| 1,1,
0 0o/ ™ \0o 0 0 0
1 4 9 1 4 9
7 —20] ~|0 1 —20] ~
M2 \g 0 8 00 1
1 1 -1 1 -1 1
~1 0 2 1 0 0
ol o o 1 1 0
~1 0 0 1 1 0
0 -2 1 1 0 0 —3/2
0 —1/2 —1/2 010 —1/2
1 1 o |7lo o1 1
0 0 0 000 0

204+y—22=1, 2r—-2y+3z=1et 3x —y — 22 =05.

est :
20 4+y—22=1 2 + y
—2r-2y+3z2=1 < -y
3r—y—2z=5 — by

L’intersection des 3 plans est donc le point
Exercice 3.2 :

L’intersection des trois plans d’équations :

- 2z =1 2c + y — 2z
+ z = 2 < -y + =z
+ 2z =7 - 3z

de coordonnées (2,—1,1).

2x4+2y—z=1,z—y+2z=1let Tx +y+4z =4 est
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2x4+2y—z=1 2x4+2y—z=1 2¢4+2y—z=1
r—y+2z=1 < 40—-2y+252=05 < 0—-2y+2.52=05
Tr+y+4z=4 0-12y+152=1 0-0+0=-2

Le systéme est incompatible : les 3 plans ne s’intersectent pas.

Pour les deux premiers :

0.5 —0.75
2+ 2 —2=1 2w+ 2 —z=1 v
Ty -~z ety oy ={o025]+2] 125
r—y+2z=1 0—-2y+252=0.5 5 0 1
1l s’agit donc d’une droite.
Exercice 3.3 :
Résolvons :
r - 3y + 2z + t = =2
2c + 4y + z + 2t = A4
x + 9y + 5z + 7 = 10
—4r — 18y + =z — 4 —16
x — 3y + 2z 4+ t -2 r — 3y + 2z + t -2 r -
10y — 3z = 8 10y — 3z = 8
= = =
30y — 9z = 24 30y — 9z = 24
- 30y + 9z = -2 - 30y + 9z —24
x 0.4 -1.1 -1
y| 108 0.3 0
=1 o 0 +z 1 +t 0
t 0 0 1
Exercice 3.4:
Résolvons :
2y — =z = 1 —2r — 4y + 3z = -1 —2r — 4y + 3z
—2r — 4y + 3z = -1 & 2y — z = 1 & 2y — z
r 4+ y - 3z = —6 r + y — 3z = —6 -y — 1lbz
—2r — 4y + 3z = -1 x 1
= 2y — =z = 1 Slyl=12
- 2z = —6 & 3
Exercice 3.5 :
Résolvons :
T + =z 1 z + 1 T + =z 1
y + 2z =0 - vy + =z = 0 - v + =z = 0
Ty = 1 y — 2z = 0 -2z = 0
2z 4+ 3y 0 + 3y — 2z = =2 - 5z = =2

Les deux derniéres lignes permettent de voir que le systéme est incomaptible.

4 Systémes avec paramétres

Exercice4.1:

Résolvons le systéme :

3y + 2z

y — 0.3z
-1
1
—6.5



ar + by + =z =1 xr + aby + z =0 T + aby + z = b

x + aby + z = b &< ax + by + 2z =1 & b(l—a®)y + (1—a)z = 1—ab
x + by 4+ az = 1 x + by 4+ az = 1 + dl-a)y + (a—1)z = 1-b
r + aby + z = b r + aby + z = b
& + bl—-a)yy + (a—1)z = 1-b = + dl—-a)y + (a —1)z = 1-b
5 Lg+Ls—(1+a)Ly 5
b(l—a?)y + (l—a)z = 1—ab (ma*—a+2)z = b—a

Or —a®> —a+2=—(a—1)(a+2)

e Sia=1
La derniere ligne du systéme devient b — 1 =0 donc si b # 1 il n’y a pas de solutions et si b=1on a :

r + y + z =1

0 =

L’ensemble des solutions est le plan d’équation z +y+ 2 =1

e Sia=-2
La derniere ligne du systéme devient b+ 2 = 0 donc si b # —2 il n’y a pas de solutions et si b= —2 on a :

0 1
4 = -2 r

{x+y+z eyl =(-05]+2(-05
L’ensemble des solutions est une droite.

e Sinon on a une unique solution :
5 — __b=a _1-b—(a=1)z _ 1=b+235 4 b2 2btb-a _ _—abt2-b

= Taimar YT b(l—a) — b(l—a) T b(l—a)(a+2) T b(l—a)(a+2)
_ _ b—a —a?b+2a—ab _ —a’b—ab+2b—b+a+a’b—2a+ab __ b—a

etx=b—2z—aby=>b— —a?—a+2 ~ (1—a)(at2) (1—a)(a+2) T (1-a)(a+t2)
Exercice4.2:
Soient (a, b, c) € C3 tous distincts. Reésolvons :

r + ay + a*z = d? r + ay + a’z = r 4+ ay + @’z

r + by + bz = b & b—a)y + B?*—a*)z = b —a? & y + (b+a)z

r + ey + 2z o= (c—a)yy + (?2—ad*)z = —a y + (c+a)z
Jutilise égalité 22 — y3 = (z — y) (2% + 2y + y?)

r + ay + a’z = a® x = abe
& y + (b+a)z = b% + ab + a* & y + (b+a)z = —bc—ac—ab
(c=bz = *+alc—b)—b? z = a+b+c

Exercice 4.3 :
Exercice4.4:

Discuter, en fonction du paramétre m, le nombre de solutions du systéme :

mr + y = 1 - r + my = 1
x 4+ my = 1 1-m?)y = 1-m
Si m # £1 alors il y a une unique solution sinon ’ensemble des solutions est une droite du plan.

Exercice4.5:



Résoudre suivant la valeur du parameétre ¢ € R le systéme :

Exercice 4.6 :

2+t +
2x

2y — z
+ (t-1y + 2z

Résoudre suivant la valeur du paramétre m € R le systéme :

2

T + my + mz +
mr + m2y + mdz +
m?z + m3y + Z +
miz + Y + mz +
e Sim=0
T =1

t =1
z = 1
Y 1
e Sim=1
{x + v + z + t =1
e Sim=-1
{x -y + z -t =1
e Sinon

m3t
t
mt

m2t

+ 2y + 241tz =

=1 Tz + my

= 1
=

=1

=1 (1 —m)y
1

1—-m __ 1

1-m* = (14m)(1+m?)

1-m __ 1

1-m* = (14m)(1+m?2)

1—-m 1

T—m% — (1+m)(1+m?)

(1 —m*)z
(m —m®)z

+ + + +

m3t
(1 —m)t
(m —m®)t

(m? —mb)t

1
1—m
1—m?
1-—m3



