TD 7 : Continuité

1 Limites

Exercicel.1:

Montrer que }%ﬁLﬁJ 1

Exercice1.2:

Montrer que lim a2 +1—2=0
r——+o0

Exercice1.3:

—

r—+o0

Démontrer que Vn € N*, z™ ~+o00.

Exercice1.4:
Déterminer si elle existe, la limite en +o00 de f(x) = sin(z) — In(z).
Exercice1.5:

Déterminer si elle existe lim e®(z +1— |z])
r—r—+00

Exercice1.6:

2x
o T
Pour tout « > 1, on définit f(z) = VT
2x
1. Que vaut [ % pour z>07?
xT
2. Démontrer que pour tout ¢t > 1,0 < 1 — t+1\/i < ﬁ%

3. En déduire une majoration de | In(2) — f(z) |.

4. Déterminer la limite de f(z) lorsque © — +oc.

Exercice1.7:

Etudier les limites suivantes :

1. lim x(e'/® +e?/* —2) 7. lim .szz

T—+00 z—0 51 ()

. sin(2) 8. lim tan(x)tan(2x
2. 317_>061/“c 1 z—w/2 ( ) ( )
3. lim (1 — 2?)tan(5x) 9. lim va?2+1-z

z—1 T——00

: VaZ—1—+/2z—1 : V3 cos(z)—sin(z)
4 i e Vet I

: V2+ax2-1 . tan(z)—sin(x)

5. m R 11, Jimy ten(e)ein(e)
6. lim sin(L)ecos®) 12. limzsin(1)

T—r+00

Exercice1.8:

Soit T > 0 et f : R — R une fonction T-péridodique admettant une limite [ € R en +o0o. Montrer que f est

constante.

z—0



2 Continuité

Exercice 2.1 :
L’ordre des quantificateurs de la définition de continuité est primordial.

Quelles sont les fonctions vérifiant :

I>0:Ve>0,Veel,|z—a|<n=|f(z)-1|<e

Exercice 2.2:

sin(x) siax>0
On considére la fonction définie pour tout z € R par f(z) = (2) . . Montrer que f est continue sur R.
sh(z) sinon
Exercice 2.3 :

Soit T' € R% et f: R — R une fonction T-périodique. On suppose que f [jo,7] est continue.

1. Montrer que f est continue en 0.

2. Montrer que f est continue sur R.

Exercice 2.4 :

Montrer que la fonction f définie sur R* par f(x) = €737 est prolongeable par continuité en 0.

Exercice 2.5 :

-1 .
La fonction f définie sur R par f(z) = {ew S? z>0 est elle continue en 0 ?
0 sinon
Exercice 2.6 :
Montrer que 1’équation exp(—x) = 2% admet au moins une racine réelle.
Exercice 2.7 :

Déterminer le domaine de définition et de continuité des fonctions définies par les expressions suivantes, préciser en
plus le comportement aux bornes.

Exercice 2.8 :

@ soit décroissante.

Soit f : R% — R une fonction croissante telle que la fonction g : R% — R définie par g(z) =
Montrer que f est continue en tout point de R .

Exercice 2.9:

Soit f : Ry — R continue admettant une limite [ € R en +00. Montrer que f est bornée sur R.

Exercice 2.10:

Soit f : [1,+oo[— R la fonction définie par f(z) = 2.

1. Démontrer que f est une bijection sur un intervalle J que ’on précisera.



2. Donner le tableau de variation de f~!.

Exercice 2.11:
f(=z)

Soit f : Ry — R, une fonction continue telle qu’il existe € [0, 1] tel que .

lim
r—r+400

= [. Montrer que f admet un

point fixe.

Exercice2.12:

Soit f : R — C une fonction continue en 0 qui vérifie f(2z) = f(x) Vz € R. Montrer que f est constante.
Exercice 2.13:

Trouver les fonctions f : R — R continues et vérifiant V(z,y) € R? :

fx+y) = f(@)+ f(y)

Exercice 2.14:

Trouver les fonctions f : R — R continues et vérifiant V(z,y) € R? :

flx+y) = f(2)f(y)

3 Suites récurrentes

Exercice 3.1:

2u2

Etudier la limite de la suite définie par up =2 et Yn € N, w41 = I
Exercice 3.2:

Soit 0 < ug < § et (u,) la suite définie pour tout n € N par u, 1 = sin(u,).

1. Démontrer que la suite (u,) est monotone.

2. Etudier sa convergence.

Exercice 3.3 :
Exercice 3.4 :
Exercice 3.5 :

Exercice 3.6 :



