
TD 7 : Continuité

1 Limites

Exercice 1.1 :

Montrer que lim
x→0

√
xb 1√

x
c = 1

Exercice 1.2 :

Montrer que lim
x→+∞

√
x2 + 1− x = 0

Exercice 1.3 :

Démontrer que ∀n ∈ N∗, xn −→
x→+∞

+∞.

Exercice 1.4 :

Déterminer si elle existe, la limite en +∞ de f(x) = sin(x)− ln(x).

Exercice 1.5 :

Déterminer si elle existe lim
x→+∞

ex(x+ 1− bxc)

Exercice 1.6 :

Pour tout x ≥ 1, on dé�nit f(x) =
2x∫
x

dt
t+
√
t
.

1. Que vaut
2x∫
x

dt
t pour x > 0 ?

2. Démontrer que pour tout t ≥ 1, 0 ≤ 1
t −

1
t+
√
t
≤ 1

t3/2
.

3. En déduire une majoration de | ln(2)− f(x) |.

4. Déterminer la limite de f(x) lorsque x→ +∞.

Exercice 1.7 :

Etudier les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

x(e1/x + e2/x − 2)

2. lim
x→0

sin( 1
x )

e1/x+1

3. lim
x→1

(1− x2) tan(π2x)

4. lim
x→2

√
x2−1−

√
2x−1√

x+2−
√
x2+2x−4

5. lim
x→+∞

√
2+x2−1
ln(x)

6. lim
x→+∞

sin( 1x )e
cos(x)

7. lim
x→0

1+x2

sin2(x)

8. lim
x→π/2

tan(x) tan(2x)

9. lim
x→−∞

√
x2 + 1− x

10. lim
x→π/3

√
3 cos(x)−sin(x)

x−π3

11. lim
x→0

tan(x)−sin(x)
x3

12. lim
x→0

x sin( 1x )

Exercice 1.8 :

Soit T > 0 et f : R → R une fonction T -péridodique admettant une limite l ∈ R en +∞. Montrer que f est

constante.
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2 Continuité

Exercice 2.1 :

L'ordre des quanti�cateurs de la dé�nition de continuité est primordial.

Quelles sont les fonctions véri�ant :

∃η > 0 : ∀ε > 0,∀x ∈ I, | x− a |≤ η ⇒| f(x)− l |≤ ε.

Exercice 2.2 :

On considère la fonction dé�nie pour tout x ∈ R par f(x) =

{
sin(x) si x≥ 0

sh(x) sinon
. Montrer que f est continue sur R.

Exercice 2.3 :

Soit T ∈ R∗+ et f : R→ R une fonction T -périodique. On suppose que f |[0,T ] est continue.

1. Montrer que f est continue en 0.

2. Montrer que f est continue sur R.

Exercice 2.4 :

Montrer que la fonction f dé�nie sur R∗ par f(x) = e−
1
x2 est prolongeable par continuité en 0.

Exercice 2.5 :

La fonction f dé�nie sur R par f(x) =

{
e

−1
x si x > 0

0 sinon
est elle continue en 0 ?

Exercice 2.6 :

Montrer que l'équation exp(−x) = x2 admet au moins une racine réelle.

Exercice 2.7 :

Déterminer le domaine de dé�nition et de continuité des fonctions dé�nies par les expressions suivantes, préciser en

plus le comportement aux bornes.

1. f(x) = x ln(x)
x−1

2. g(x) = exp( ln(x)
ln(x)−1 )

3. h(x) = x
ex−1

4. i(x) =
(

ln(1+x)
ln(x)

)x ln(x)

Exercice 2.8 :

Soit f : R∗+ → R une fonction croissante telle que la fonction g : R∗+ → R dé�nie par g(x) = f(x)
x soit décroissante.

Montrer que f est continue en tout point de R∗+.

Exercice 2.9 :

Soit f : R+ → R continue admettant une limite l ∈ R en +∞. Montrer que f est bornée sur R.

Exercice 2.10 :

Soit f : [1,+∞[→ R la fonction dé�nie par f(x) = 2x2

1+x .

1. Démontrer que f est une bijection sur un intervalle J que l'on précisera.
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2. Donner le tableau de variation de f−1.

Exercice 2.11 :

Soit f : R+ → R+ une fonction continue telle qu'il existe l ∈ [0, 1[ tel que lim
x→+∞

f(x)
x = l. Montrer que f admet un

point �xe.

Exercice 2.12 :

Soit f : R→ C une fonction continue en 0 qui véri�e f(2x) = f(x) ∀x ∈ R. Montrer que f est constante.

Exercice 2.13 :

Trouver les fonctions f : R→ R continues et véri�ant ∀(x, y) ∈ R2 :

f(x+ y) = f(x) + f(y).

Exercice 2.14 :

Trouver les fonctions f : R→ R continues et véri�ant ∀(x, y) ∈ R2 :

f(x+ y) = f(x)f(y).

3 Suites récurrentes

Exercice 3.1 :

Etudier la limite de la suite dé�nie par u0 = 2 et ∀n ∈ N, un+1 =
2u2
n

1+un

Exercice 3.2 :

Soit 0 < u0 <
π
2 et (un) la suite dé�nie pour tout n ∈ N par un+1 = sin(un).

1. Démontrer que la suite (un) est monotone.

2. Etudier sa convergence.

Exercice 3.3 :

Exercice 3.4 :

Exercice 3.5 :

Exercice 3.6 :
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