TD 7 : Continuité corrigé

1 Limites

Exercicel.1:
Ona(——l)f<\fL J<ff—1
Donc }}LJ% NZ3 LWJ =1 par théoréme des gendarmes

Exercicel.2:

s . _ (VaH-o)(VaT¥i+e)
On a \/m T = N T Va2tlta

Ainsi 1113 vVzz+1—-—2=0.
Tr—r+00

Exercice1.3:

Soit n € Net A > 0. On pose B = AY/" alors Va > B, 2" > A.

Ainsi Vn € N*, 2" — +o0.
r—r—+00

Exercicel.4:

On sait que sin est bornée et In tend vers +oo lorsque x tend vers +oo.

Ainsi f(z) T, oo
T—r1+00

Exercicel.5:

Ona e” (x+1—|z])donc la limite cherchée existe et est +oo.
~ —

— 400 >1

x—+ 0o

Exercice1.6:

2x

Pour tout z > 1, on définit f(z) = [ 4.
. t+Vt

1. Soit z > 0. On a f‘“ [In(¢))?* = In(2x) — In(x) =

Vi o A 1 1
2. Onaffw t(t+\/f) 32 Ainsi 0 < zit-‘rit
3. On a alors
[ In(2) — f() |

7_L
4. Or 7= mijOet donc f(z) x_>—+>ooln2.

Exercice1.7:

Etudier les limites suivantes :

In(2)
<@
2Idt 2x i
- 1Tt
2x
_ 1 1
- |{?—f+\/zdt|
2
= flf—l dt
wt t+Vt
2x 1
S ft3/2dt
= [y
_ 2 _ 27
VT Vo2




1/ 2/a _eMT_g 2/ _q
1. On a z(e/* 4 %/ —2) =5 2.5, w—>_+>003

9 sin(2)
©oel/z4]
vers plus l'infini en 07.Ainsi la limite est 0 en 07 et n’existe pas en 0™.

: le numérateur est borné mais n’a pas de limite en 0 tandis que le dénominateur tend vers 1 en 0~ et

3. (1 —2?)tan(3z) : on pose u =z — 1 pour fairer tendre u vers 0.

(1—a?)tan(Fz) = (—2u—u?)tan(

3
sin( &+
= (—2u—u)7cos(( %

(2u + 2) cos(Zu

sin(Su)

= cos(Zu)(24u)2 f%)

7 sin

Ainsi la limite cherchée est %

f YVFTIVETl _ /PIyEel VPVl Ve /g _ 2@ =2 VT i2+4 Va4 2z —4
D Ve Vei2e—4 - Va2-VeT o4 Vet - 14201 Vat2+VeP+2e—4 (- 2)(x +3)" /22 — 1+ Vor—1
1_)%%2 223
e

5. 7\/2&3?)*1 = ln”(”m) (,/ +1-— 7> donc la limite en 400 est +00 par croissance comparée.

1 ;
6. sin(=)e>@ 5 0
€T N——

r——+00
~—~—" borné
—0
7. %%m 400
tan(z) tan(2x) = _ tan(u+ §)tan(2u + )
u=xr—%
8. _ _cos(u) sin(2u) ainsi la limite cherchée est —2
sin(u) * cos(2u)
- __sin zu u COS U
- 2u  "“"sinu ' cos2u
5 o (\/l’2+1—l’)(\/l2+1+fl)) B 1
9. z= +1 T = Vz24+l+x T Va24l4z :rjoo 0
V3 cos(x)—sin(z) _ V3 cos(u+Z)—sin(u+%)
T—3 u:l_ z u
10. B ° V3(cos(u)  —sin(u) ¥2) —sinuk —cos(u) X2 €t la limite cherchée est —2
_ —2ginu
- U
tan(z)—sin(z) _ Sin(fb)(ﬁfl)
3 - 3

_ sin(x) (@_1)
sin(z) (1—cos(x))

11. sin(z) x1 COCSO(:()(SZ)_COS(JE) ainsi la limite en 0 est %

z  “cos(z)” z2

_ sin(z) 1 —2sin(%) sin(=* Z)
- z cos(z)” T
sin(x) 1 1 sin(%) sin(§)

z  Ccos(x) T4 xz/2 T xz/2

12. hn%x Sln( ) =0 car c’est un produit d’une fonction bornée et d’une qui tend vers 0.
z—

Exercice1.8:

Soient z,y € R alors Vn € N, f(x 4+ nT) = f(x) et f(y +nT) = f(y) mais les suites (f(z + nT)) et (f(y + nT))
tendent vers [ et sont constantes donc f(x) = f(y) =I.



2 Continuité

Exercice 2.1:

Les fonctions vérifiant :

I>0:Ve>0,Veel,|z—a|<n=|flz)-1|<e
sont constantes au voisinagle de a, en effet sur Ja —n,a +n[ on | f(z) — 1 |< L pour tout n donc en faisant tendre
n vers linfini f(z) =1
Exercice 2.2:

. s
On considére la fonction définie pour tout z € R par f(z) = sin(z) ST 220
sh(xz) sinon

Elle est continue sur R* et sur R% car coincide avec des fonctions de référence. De plus

lim f(z) =0= f(0) = lim f(x)

z—0— z—0t
donc la fonction est continue en 0.
Exercice 2.3 :
Exercice2.4:

Exercice 2.5:

-1
e six>0 . _
. est continue en 0. En effet e7 — 0= f(0).
0 sinon z—0+

La fonction f définie sur R par f(z) = {
Exercice 2.6 :
Montrer que 1’équation exp(—x) = 2% admet au moins une racine réelle.

Posons Vz € R, g(x) = e~ — 22 la limite de g en —co est +oo et la limite de g en +00 et —oco. Comme la fonction
g est continue, on peut en déduire qu’elle s’annule donc ’équation exp(—z) = 2 admet au moins une racine réelle.

Exercice 2.7 :

Déterminer le domaine de définition et de continuité des fonctions définies par les expressions suivantes, préciser en
plus le comportement aux bornes.

1. f(z) = %_(f) est définie sur R* \ {1} sa limite en 0 est 0 (croissance comparée) et en +oo c’est +oo. Or

1 —
n(z) _ In(z) — In(1) N 1
z—1 xz—1 z—1 1

1

La limite en 1 est donc 1.

2. g(z) = exp(lnl?x(ﬁl) est définie sur R% \ {e}. La limite en 0 ou 400 est e (factoriser par le gros). La limite en

et est +00 et la limite en e~ est 0.

3. h(x) = %5 est définie sur R*. La limite en —oo est 4-oc et la limite en 400 est 0. De plus

T 1 1 1
et — 1 e—e% 4 40 0
T

Donc la limite en 0 est 1.



3\ Z1In(z) In(1+4a)
4. i(x) = (1“1511(:;)) = "M@ (05) est définie sur ]1, +o0]. Ecrivons :

In(1 44 In(z) In( 142042
&% In(x) ln(w) = e:c n@)In{ 14 Tn(z)

1n(1+%)
In(z)

En posant u = on a

i) = exp(

— 0
x—1

De plus *"(®) (") — ez In(z) In (In(1 4 2)) -z n(z) In(n(=)) . gy posant u = In(z), comme uln(u) —s 0
u—0

alors x In(z) In(In(x)) - 0 et donc i(x) vt 1.
Exercice 2.8:
Exercice 2.9 :
Soit f : Ry — R continue admettant une limite [ € R en +00. Montrer que f est bornée sur R.
FAIRE UN DESSIN !

Il existe B > 0 tel que Va > B,l—1 < f(z) <1+ 1. De plus sur [0, B], la fonction f est bornée et atteint ses bornes
donc 3(m, M) € R? : Yz € [0, B],m < f(z) < M.

Ainsi Vo € R,min(m, ! — 1) < f(z) < max(M,l +1).

Exercice 2.10:

Soit f : [1,+oo[— R la fonction définie par f(z) = 2.

1. f est dérivable sur [1,+oo[ et f/(z) = %ﬁj;g > 0 donc fest strictement croissante et est continue, c’est don

une bijection sut [f(l),&rog(f(x)] = [1, +o0]

2. f~! est croissante comme f et a donc le méme tableau de variation.

Exercice 2.11:
Exercice 2.12:
Exercice 2.13:

Trouver les fonctions f : R — R continues et vérifiant V(z,y) € R? :

flx+y) = f(z)+ fy).

On a f(0+0)=2f(0) = f(0) doncf(0) = 0.

Ona f(2) = f(1+1)= f(1) + f(1) = 2a puis par récurrence immeédiate f(n) = na pour tout n dans N.
fn—n)=f(0)=0= f(n)+ f(—n) donc f(—n) = —f(n) et donc f(n) = na pour tout n dans Z.

F(1) = F() = pf(2) donc f(1) = & et donc f(2) = pf(}) = Za.

Si f est continue soit = € R et soit z,, une suite de rationnels qui tend vers z. on a f(x,) = az, et en passant a la
limite f(z) = ax.

Exercice 2.14 :



3 Suites récurrentes

Exercice 3.1:

2u?

Etudier la limite de la suite définie par up =2 et ¥n € N, upq1 = e
Unt1 = f(u,) avec f(z) = 12%5 On a déja étudié la fonction f qui est croissante. Ainsi u est monotone et

. . 2 .
Uy = % > ug donc u est croissante. Par I’absurde si u converge vers [ € R alors [ = % < [ =0o0ul =1 mais c’est
impossible car u part en croissant de 2. Donc la limite de u est +oo.

Exercice 3.2 :
Exercice 3.3 :
Exercice 3.4 :
Exercice 3.5:

Exercice 3.6 :



