
TD 8 : Dérivabilité des fonctions d'une variable

réelle

1 Dé�nitions

Exercice 1.1 :

La fonction x 7→
√
x2 − x+ 1 est elle dérivable en 2 ? Justi��er ou dire pourquoi c'est faux ?

Exercice 1.2 :

Chercher le plus grand intervalle où x 7→
√
x2 + 2x+ 2 est dérivable et préciser f ′ sur cet intervalle.

Exercice 1.3 :

1. Montrer que la dérivée d'une fonction paire sur R est une fonction impaire.

2. Que dire de la dérivée d'une fonction impaire ?

3. La dérivée d'une fonction périodique sur R est elle périodique ?

Exercice 1.4 :

1. Montrer que la fonction sh est une bijection de R sans calculer la bijection réciproque. On note f sa bijection

réciproque.

2. Calculer la dérivée de f .

Exercice 1.5 :

La fonction f :

{
[−1, 1]→ R
x 7→ Arcsin(1− x2)

est-elle dérivable en 0 ?

Exercice 1.6 :

Montrer que la fonction f :

{
[−1, 1]→ R
x 7→ (1− x2)Arcsin(x)

est dérivable en 1.

2 Fonctions C1

Exercice 2.1 :

Soit f une fonction R→ R de classe C1 s'annulant n fois sur R.

1. Montrer que f ′ s'annule au moins n− 1 fois.

2. Donner un exemple où f ′ s'annule plus de fois que f .

Exercice 2.2 :

On considère la fonction f dé�nie sur R∗ par f(x) = x2 sin( 1
x ).

1. Démontrer que f admet un prolongement par continuité en 0. On note f ce prolongement.

2. Démontrer que f est dérivable en 0

3. Calculer f ′(x) pour tout x ∈ R∗.
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4. Que conclure ?

Exercice 2.3 :

On considère la fonction f :


R→ R

x 7→

{
x3 sin( 1

x ) si x 6= 0

0 sinon

. Montrer que f est dérivable sur R. Est-elle C1 ? C2

?

Exercice 2.4 :

Soit f :

{
[π2 , π[→ R
x 7→ 1

sin(x)

montrer que ∀x ∈ [1,+∞[, (f−1)′ existe et donner sa valeur en fonction de x.

Exercice 2.5 :

Soit f : [a, b]→ R dérivable telle que f ′(a) < 0 < f ′(b). Montrer que f ′ s'annule sur ]a, b[.

Exercice 2.6 :

Soit a < 0 et f une fonction de classe C1 sur [0, a] telle que :

f(0) = f ′(0) = 0 et f(a)f ′(a) < 0.

Montrer que f ′ s'annule sur ]0, a[

3 Exercices généraux

Exercice 3.1 :

Etudier la monotonie de la fonction dé�nie sur R par f(x) = 3
√
x3 − x2 + x+ 1.

Exercice 3.2 :

Montrer que x 7→ x3

x2+1 est strictement croissante sur R.

Exercice 3.3 :

Montrer que x 7→ x− sin(x) est strictement croissante sur R.

Exercice 3.4 :

Etudier la fonction x 7→
√
x− ln(1 + x).

Exercice 3.5 :

Soit f une fonction dérivable sur I. Montrer que f est lipschitzienne si et seulement si f ′ est bornée.

Exercice 3.6 :

Montrer que ∀x ∈ R, | sin(x) |≤| x |.

Exercice 3.7 :

Montrer que ∀x > −1, ln(1 + x) ≤ x.

4 Dérivées nièmes

Exercice 4.1 :

Soit f :

{
]− 1, 1[→ R
x 7→ 1

1−x2

et soit x ∈]− 1, 1[. Calculer f (n)(x).
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Exercice 4.2 :

Soit f :

{
]− 1, 1[→ R
x 7→ x3

x2−1
. Calculer f (n)(0).

Exercice 4.3 :

Soit f :

{
R→ R
x 7→ x2e3x

et soit x ∈ R. Calculer f (n)(x).

Exercice 4.4 :

Soit f :

{
]−∞, 1[→ R
x 7→ 1

1−xe
1

1−x
et soit x ∈ R. Calculer f (n)(x).

1. Montrer par récurrence que pour tout n ∈ N, il existe un polynôme Pn tel que f (n)(x) = Pn( 1
1−x )e

1
1−x

2. Préciser P0, P1, P2 et P3.

3. Montrer que f véri�e l'équation di�érentielle (1− x2)y′ = (2− x)y.

5 Théorème de Rolle, accroissements �nis

Exercice 5.1 :

1. Soit P un polynôme, a un réel et n un entier naturel. Montrer que s'il existe un polynôme Q tel que

P (X) = (X − a)nQ(X) alors il existe un polynôme R tel que P ′(X) = (X − a)n−1R(X).

2. On pose pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ R, Pn(x) = (x2− 1)n. Montrer que P
(n)
n admet n racines distinctes sur

]− 1, 1[.

Exercice 5.2 :

1. Montrer que ∀k ∈ N∗, on a 1
k+1 ≤ ln(k + 1)− ln(k) ≤ 1

k .

2. On déduire un encadrement de Sn =
n∑
k=1

1
k − ln(n).

3. Montrer que (Sn) converge. Culture : sa limite s'appelle constante d'Euler et on la note γ.

Exercice 5.3 :

Soit f une fonction de classe C2 sur [a, b] telle que :

f(a) = f ′(a) et f(b) = f ′(b)

1. Monter qu'il existe c ∈]a, b[ tel que f ′′(c) = f ′(c).

2. En considérant la fonction dé�nie par g(x) = (f(x)−f ′(x))ex montrer qu'il existe c ∈]a, b[ tel que f ′′(c) = f(c).

6 Suites récurrentes

Exercice 6.1 :

Soit α ≥ −1. Etudier la convergence de la suite dé�nie par u0 = α et pour tout n ∈ N, un+1 =
√

1 + un.

Exercice 6.2 :

Soit f la fonction dé�nie par f(x) = 1 + 1
2 sin( 1

x ).
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1. Montrer que pour tout x ∈ R∗, 1
2 < f(x) < 3

2 et que f(f(x)) > 1.

2. Montrer que f est 12 lipschitzienne sur [1,+∞[.

3. Montrer que f a un unique point �xe sur [1,+∞[.

4. Montrer que la suite dé�nie par u0 = a 6= 0 et un+1 = f(un) est bien dé�nie et que ∀n ≥ 3, un > 1.

5. Montrer que (un) converge vers l.

7 Fonctions complexes

Exercice 7.1 :

Montrer que si f : R→ C est dérivable alors f est aussi dérivable.

Exercice 7.2 :

Soit f : I → C dérivable.

1. Dériver la fonction x 7→| f(x) |2.

2. La fonction | f | est elle dérivable ?

3. Montrer que si f(a) 6= 0 alors | f | est dérivable en a.

Exercice 7.3 :

Soit f : I → C une fonction ne s'annulant pas. On appelle dérivée logarithmique de f la fonction f ′

f .

1. Calculer la dérivée logarithmique de fg.

2. De f
g .

3. De fn.

4. Si g et h véri�ent les mêmes hypothèses que f , calculer la dérivée logarithmique de fpgqhr avec (p, q, r) ∈ Z3.

Exercice 7.4 :

Montrer que la fonction f :


R→ C

x 7→

{
x2e

i
x si x 6= 0

0 sinon

est dérivable sur R mais que sa dérivée n'est pas continue

en 0.

8 Bonus

Exercice 8.1 :

1. Trouver toutes les fonctions f dérivables sur R véri�ant :

∀x ∈ R, f ′(x) = f(−x)

2. Trouver toutes les fonctions f dérivables sur R véri�ant :

∀x ∈ R, f ′(x) = f(1− x)
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