TD 8 : Dérivabilité des fonctions d’une variable
réelle

1 Définitions

Exercice1.1:

La fonction & — /22 — z + 1 est elle dérivable en 2 ? Justififier ou dire pourquoi c’est faux ?
Exercice1.2:

Chercher le plus grand intervalle ot @ — /22 + 2z + 2 est dérivable et préciser f’ sur cet intervalle.

Exercice1.3:

1. Montrer que la dérivée d’une fonction paire sur R est une fonction impaire.
2. Que dire de la dérivée d’une fonction impaire ?

3. La dérivée d’une fonction périodique sur R est elle périodique ?
Exercice1.4:

1. Montrer que la fonction sh est une bijection de R sans calculer la bijection réciproque. On note f sa bijection
réciproque.

2. Calculer la dérivée de f.

Exercicel.5:

[-1,1] = R

) est-elle dérivable en 0 ?
x + Arcsin(1 — 2?)

La fonction f : {

Exercice1.6:

[-1,1] - R

est dérivable en 1.
x +— (1 — 2?)Arcsin(z)

Montrer que la fonction f : {

2 Fonctions C!

Exercice 2.1:

Soit f une fonction R — R de classe C' s’annulant n fois sur R.

1. Montrer que f’ s’annule au moins n — 1 fois.

2. Donner un exemple ou f’ s’annule plus de fois que f.

Exercice 2.2:

On considére la fonction f définie sur R* par f(z) = 2?sin(2).

1. Démontrer que f admet un prolongement par continuité en 0. On note f ce prolongement.
2. Démontrer que f est dérivable en 0

3. Calculer f’(z) pour tout = € R*.



4. Que conclure ?

Exercice 2.3 :

R—R

On considére la fonction f : N {x3 sin(1) si 2z # 0. Montrer que f est dérivable sur R. Est-elle C* ? C?
T

0 sinon
?

Exercice2.4:

T ml— R
Soit f : {[2»—> | 1 montrer que Vz € [1,+oo[, (f~1)’ existe et donner sa valeur en fonction de x.
x

sin(x)

Exercice 2.5:

Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f'(a) < 0 < f’(b). Montrer que f’ s’annule sur Ja, b[.
Exercice 2.6 :

Soit @ < 0 et f une fonction de classe C! sur [0, a] telle que :

F(0) = £/(0) = 0 et f(a)f'(a) < 0.

Montrer que f’ s’annule sur |0, a|

3 Exercices généraux

Exercice 3.1:
Etudier la monotonie de la fonction définie sur R par f(z) = va® — 22 + z + 1.

Exercice 3.2:

Montrer que x — zg—il est strictement croissante sur R.

Exercice 3.3 :

Montrer que z — x — sin(z) est strictement croissante sur R.

Exercice 3.4:

Etudier la fonction x — v/ — In(1 + z).

Exercice 3.5 :

Soit f une fonction dérivable sur I. Montrer que f est lipschitzienne si et seulement si f’ est bornée.
Exercice 3.6 :

Montrer que Vz € R, | sin(z) |<| « |.

Exercice 3.7 :

Montrer que Vz > —1, In(1 + z) < z.

4 Dérivées n'“"

Exercice4.1:

- 1,1[—- R
Soit f : {] ’ [1_> et soit « €] — 1,1[. Calculer £ (x).
z 1—x2



Exercice4.2:

3
T
T — 221

Soit f : {] “LIER S eder £0(0).

Exercice 4.3 :

x> x2ed®

R—R
Soit f : { - et soit € R. Calculer f(")(x).

Exercice4.4:

T AeToe

1—x

— 1[— R
Soit f : {] o [%1 et soit € R. Calculer f((z).

1. Montrer par récurrence que pour tout n € N, il existe un polynome P, tel que (™ (z) = P, (= )eT™=
2. Préciser Py, Py, P; et Ps.

3. Montrer que f vérifie 'équation différentielle (1 — 22)y’ = (2 — 2)y.

5 Théoréme de Rolle, accroissements finis

Exercice5.1:

1. Soit P un polynéme, a un réel et n un entier naturel. Montrer que s’il existe un polynéme @Q tel que
P(X) = (X —a)"Q(X) alors il existe un polynéme R tel que P'(X) = (X —a)" ' R(X).

2. On pose pour tout n € N* et tout x € R, P,(x) = (% — 1)". Montrer que P™ admet n racines distinctes sur
] —1,1[.

Exercice 5.2

1. Montrer que Yk € N*, on a 145 < In(k +1) — In(k) <

x|

—In(n).

x|

n

2. On déduire un encadrement de S, = >
k=1

3. Montrer que (5,,) converge. Culture : sa limite s’appelle constante d’Euler et on la note ~.

Exercice 5.3 :

Soit f une fonction de classe C? sur [a, b] telle que :
fla) = f'(a) et £(b) = f'(b)
1. Monter qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que f”(c) = f'(c).

2. En considérant la fonction définie par g(x) = (f(z)— f'(x))e® montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = f(c).

6 Suites récurrentes

Exercice 6.1:
Soit o > —1. Etudier la convergence de la suite définie par uy = « et pour tout n € N, w11 = /1 4 up,.
Exercice 6.2:

Soit f la fonction définie par f(x) =1+ %sin( Ly,

x



1. Montrer que pour tout z € R*, % < f(z) < % et que f(f(x)) > 1.
2. Montrer que f est% lipschitzienne sur [1, +00].

. Montrer que f a un unique point fixe sur [1, +ool.

= W

. Montrer que la suite définie par ug = a # 0 et u,4+1 = f(uy,) est bien définie et que Vn > 3, u,, > 1.

5. Montrer que (uy) converge vers [.

7 Fonctions complexes

Exercice7.1:
Montrer que si f : R — C est dérivable alors f est aussi dérivable.

Exercice7.2:

Soit f : I — C dérivable.

1. Dériver la fonction z | f(z) |*.
2. La fonction | f | est elle dérivable ?
3. Montrer que si f(a) # 0 alors | f | est dérivable en a.

Exercice 7.3 :

Soit f : I — C une fonction ne s’annulant pas. On appelle dérivée logarithmique de f la fonction fTI

1. Calculer la dérivée logarithmique de fg.
2. De L.

7
3. De f™.

4. Si g et h vérifient les mémes hypothéses que f, calculer la dérivée logarithmique de fPg?h" avec (p,q,r) € Z3.

Exercice7.4:

R—C
Montrer que la fonction f : = 22er s x#£ 0  est dérivable sur R mais que sa dérivée n’est pas continue
x
0 sinon
en 0.
8 Bonus

Exercice 8.1 :
1. Trouver toutes les fonctions f dérivables sur R vérifiant :
Vo € R, f'(z) = f(-=)
2. Trouver toutes les fonctions f dérivables sur R vérifiant :

Vz €R, f'(x) = f(1 —x)



