TD 8 : Dérivabilité des fonctions d’une variable
réelle

1 Définitions

Exercice1.1:

La fonction & — /22 — z + 1 est elle dérivable en 2 ? Justififier ou dire pourquoi c’est faux ?
Exercice1.2:

Chercher le plus grand intervalle ot @ — /22 + 2z + 2 est dérivable et préciser f’ sur cet intervalle.

Exercice1.3:

1. Montrer que la dérivée d’une fonction paire sur R est une fonction impaire.
2. Que dire de la dérivée d’une fonction impaire ?
3. La dérivée d’une fonction périodique sur R est elle périodique ?
Exercice1.4:
1. Montrer que la fonction sh est une bijection de R sans calculer la bijection réciproque. On note f sa bijection
réciproque.

2. Calculer la dérivée de f.

Exercicel.5:

[-1,1] = R

) est-elle dérivable en 0 ?
x + Arcsin(1 — 2?)

La fonction f : {

Exercice1.6:

[-1,1] - R

est dérivable en 1.
x +— (1 — 2?)Arcsin(z)

Montrer que la fonction f : {

2 Fonctions C!

Exercice 2.1:

Soit f une fonction R — R de classe C' s’annulant n fois sur R.

1. Montrer que f’ s’annule au moins n — 1 fois.

2. Donner un exemple ou f’ s’annule plus de fois que f.
Exercice 2.2:
On considére la fonction f définie sur R* par f(z) = 2?sin(2).

1
1. On a z%sin(-) — 0 donc on prolonge f par 0 en 0.
r x>

borné



2. Etudions le taux d’accroissement :

Ainsi f est dérivable et f/(0) = 0.
3. Calculons pour tout z € R*,

1 1 —1 1 1
/ _ . - 2 L — = ) < —
fi(x) = stln(w) +x cos(x) X3 2x51n(x) cos(m).

4. la fonction f est dérivable sur R mais sa dérivée n’est pas continue en 0.

Exercice 2.3 :

R—=R
On considére la fonction f : = {xS sin(2) siz#0.
x

0 sinon
On sait par théoréme généraux que f est C*>° sur R* et pour tout x € R*
1 1 -1 1 1
() = 32%sin(=) + 23 cos(=) x — = 322 sin(=) — x cos(—
F'(x) = 307 sin(-) + 2% cos(~) x — = 32 sin(-) — w cos()

f’ tend bien vers 0 quand x tend vers 0 donc le théoréme de prolongement C! assure que f € C'(R) et de plus
f(0) =0.
De plus pour x # 0,

F'(04+h) — f(0) 3h?sin(+) — hcos(+)—0 1 1

Y = . = 3hsm(ﬁ) - cos(ﬁ)

qui n’a pas de limite en 0 donc f’ n’est pas déricable en 0.

Exercice 2.4 :

1
z = sin(z)

. (57> R T .
Soit f : montrer que Vz €]1, 400, (f~1)" existe et donner sa valeur en fonction de x.

f est dérivable et Vz € [T, [, f'(z) = ;izs(ff)) strictement positif sur |7, 7[ ainsi fest strictement croissante et
f(%.7[) =1, +oo[ donc f :]5, m[—]1, 400 est bijective et sa dérivée ne s’annule pas. Or fest C*> donc f~! est C™.

De plus :

1 —s’(f @) mren s E 1
f(F~ @) cos(f~ () _\/1_],%(1) \/1_L2 \/L;l eV — 1

Exercice 2.5:
Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f'(a) < 0 < f’(b). Montrer que f’ s’annule sur ]a, b|.
Exercice 2.6 :

Soit @ < 0 et f une fonction de classe C! sur [0, a] telle que :

f(0) = f'(0) =0 et f(a)f'(a) <O.

Montrer que f’ s’annule sur |0, af



3 Exercices généraux

Exercice 3.1:
Etudier la monotonie de la fonction définie sur R par f(z) = va® — 22 + z + 1.

Exercice 3.2:

3 . .
Montrer que z — —F5 est strictement croissante sur R.

Exercice 3.3 :

Montrer que z — x — sin(z) est strictement croissante sur R.

Exercice 3.4:

Etudier la fonction x — /x — In(1 + z).

Exercice 3.5 :

Soit f une fonction dérivable sur I. Montrer que f est lipschitzienne si et seulement si f’ est bornée.
Exercice 3.6 :

Montrer que Vz € R, | sin(z) |<| z |.

Exercice 3.7 :

Montrer que Vz > —1, In(1 4+ z) < .

iemes

4 Dérivées n
Exercice4.1:

Soit f: {] - L1 R et soit « €] — 1,1[. Calculer £ ().

1
T T

Exercice4.2:

Soit f : {] -LU=R

J A,
T

La formule de Leibniz assure que :

n

3
1) =3 () @O ) = 3 ()@ e

k=0
Or (z3)®)(0) = 0 sauf si k = 3
Ainsi f™(0) = (1).6.(z=5) "> (0)

T2 —

Etudions les dérivées de ——.

o (=) = — 7 qui vaut 0 en 0.
. (le_l)” = —2(1271)?;22_"%(;1"71”% qui vaut —2 en 0.

Exercice 4.3 :

2, 3x

R—R
Soit f : { - et soit x € R. Calculer f(™)(x).
x — z’e

Exercice4.4:

— 1—-R
Soit f : {] 00, 1= et soit x € R. Calculer f(™)(x).

1 J
T — 1 el-z




1. Montrer par récurrence que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que f(™ (z) = P, (== )eT—=
2. Préciser Py, Py, P5 et Ps.

3. Montrer que f vérifie 'équation différentielle (1 — 22)y’ = (2 — 2)y.

5 Théoréme de Rolle, accroissements finis

Exercice5.1:

1. Soit P un polynéme, a un réel et n un entier naturel. Montrer que s’il existe un polynéme @Q tel que
P(X) = (X —a)"Q(X) alors il existe un polynéme R tel que P'(X) = (X — a)" ' R(X).

2. On pose pour tout n € N* et tout x € R, P,(z) = (2% —1)". Montrer que Pfln) admet n racines distinctes sur
- 1,1[.

Exercice 5.2:

1. Soit k € N*,
Posons f =lneta=ketb=Fk+1. Ona f'(z) =1
La fonction f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. D’aprés le théoréme des accroissements finis :
Jc €]k, k + 1[ tels que In(k + 1) — In(k) = In'(c)(k+ 1 — k) = 1.
Orcelk, k+ 1= k%-l <l<i
Ainsi

—— <In(k+1)—Ink)=-<

,_.
ol
| =

2. Soit n € N*. On a montré :

% <In(2) —In(1) < %

1 1

1
i <ln(n+1)71n(n)<ﬁ

On additionne toutes ces inégalités :
f+otig<hn(n+1)<l4+3+..+1
e Onen déduit In(n+1) —In(n) <141+ ...+ 1 —In(n)
e Enecrivant 1+ 1 + ...+ 1 <In(n)+ 1 on obtient 1 + 2 + ...+ L —In(n) < 1

1 1
Ainsio<1n(1+%)<1+§+...+——1n(n)<1
n

Shn



3. Calculons :
Snt1—Sn = 1+ ot de—In(n+1)— (1+1+.+21—Inn)

_ Tl % n(n) ~ In(n + 1)
= f+ln(1—

—|—ln(n+1)

n+1)
Or pour tout z > —1, In(1 + x) <

Ainsi S;, 41 — S, < n+1 - n+1

Exercice 5.3 :

Soit f une fonction de classe C? sur [a, b] telle que :

fa) = f'(a) et f(b) = f'(b)

= 0. Ainsi (S,) est décroissante et minorée donc elle converge.

1. Posons h(z) = f(z) — f'(x). Alors h est continue sur [a,b], et h est dérivable sur ]a,b[ et h(a) = h(b). Ainsi

d’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que

() =0 f'(c) = f"(c) = 0 f'(c) = f(c).

2. Posons g(z) = (f(x) — f'(x))e®. Alors g est continue sur [a,b], et g est dérivable sur |a,b[ et g(a) = g(b).

Ainsi d’apreés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que :

() =0 & (LA = f7(0)e* + (f(c) — f4e))e” = 0 & f(c) — f"(c) =0

6 Suites récurrentes

Exercice6.1:

Soit a > —1. Etudier la convergence de la suite définie par uy = « et pour tout n € N, u,41 =

Exercice 6.2 :

Soit f la fonction définie par f(xz) =1+ %sin(%).

1. La fonction f est dérivable sur [1,+oo et

De plus 0 < sin(2 )<1(:>1<1+sm( )

De plus f(f(z)) > 1 car f(f\(’)/) >1

>1

<3el<fla)<

[SI[9N)

2. On a f'(z) = 525 cos(L) donc | f'(z) |= gizcos(=) <

N——
<1

1
2

8=

Ainsi f est % lipschitzienne sur [1, +oo[ d’aprés le cours.

V14 Uy

3. Posons g(z) = f(z) — . Comme f(1) > 1 alors g(1) > 0 et que hm g( ) = —o0. De plus g est continue

donc d’aprés lel TVI g s’annule et f a un point fixe. D’aprés le cours 11 est unique

sm( -)

4. Onapoura:eR*alorsfl<sm()<1<:> <1+ 3
) >

Ainsi si ug € R* alors uq > 1 5- Or pour tout z >1 5 on a bln(%

Ainsi us > 1 le resultat de la question 1 s’applique et ug > 1

0 alors 1 < f(z) < 3.

Montrer que la suite définie par ug = a # 0 et up41 = f(uy,) est bien définie et que Vn > 3, u,, > 1.

5. On a up4+1 = f(uy) avec f contractante ayant un point fixe. La suite tend vers ce point fixe !



7 Fonctions complexes

Exercice 7.1:
Montrer que si f : R — C est dérivable alors f est aussi dérivable.

Exercice7.2:

Soit f : I — C dérivable.

1. Soit z € I. On a
| f(z) P= Re(f)? + Im(f)?

Ainsi | f(z) |? est somme de fonctions dérivables et de plus
(I f(x) P) = 2Re(f) x Re(f)' +2Im(f) x Im(f)' = 2Re(fT")

2. La fonction | f | n’est pas forcément dérivable car si f(z) = iz alors | f(z) |=| « | qui n’est pas dérivable en 0.

3. Si f(a) # 0 alors | f |=+/] f |? est dérivable en a comme composée de fonction dérivables en a.

Exercice 7.3 :

Soit f : I — C une fonction ne s’annulant pas. On appelle dérivée logarithmique de f la fonction fTI

1. Calculer la dérivée logarithmique de fg.
2. De L.

g
3. De f™.

4. Si g et h vérifient les mémes hypothéses que f, calculer la dérivée logarithmique de fPg?h" avec (p,q,r) € Z3.

Exercice7.4:

R—C
Montrer que la fonction f : {x2 s x# 0  est dérivable sur R mais que sa dérivée n’est pas continue
x
0 sinon

en 0.

La fonction f est dérivable sur R*par théorémes généraux de plus pour x # 0

S
|

~.

4]
8l

f(x) = 2ze+ +aex x ;—22 = 2zes

Or f’ n’a aucune limite en 0 donc f ne sera pas C' sur R.

En revanche w = ””25% = ze'/” — 0, ainsi la fonction est dérivable en 0 et f/(0) = 0.
z—

8 Bonus

Exercice 8.1 :
1. Trouver toutes les fonctions f dérivables sur R vérifiant :
Vo € R, f'(z) = ()
2. Trouver toutes les fonctions f dérivables sur R vérifiant :

Vo e R, f(x) = f(1 —x)



