TD 9 : Calcul matriciel

1 Matrices opérations

Exercice1.1:
Faire (si possible) les produits de matrices suivants :

9 _1 3 -1 2 1 -1 2 1 9 _1 3
_2214—23et4—23_221.
-2 1 -1 -2 1 -1

Exercice1.2:

Calculer le produit suivant :

12 1 -1 1
-1 0] x 1 1 X 1)
1 1

Exercice1.3:

Faire (si possible) les produits de matrices suivants :

1 1
2)](1 2 3)et (1 2 3) |2
3 3

Exercicel.4:

Soient (a1, ao, a3, B1, B2, B3) € K. Effectuer le produit de matrices suivants :

(€3] 0 0 51 0 0
0 (65 0 0 52 0
0 0 a3 0 0 63

Que remarquer ?

Exercice1.5: 0 n note E; ; la matrice carrée de taille n aillant un 1 en coefficient 4, j et 0 partout ailleurs.

1. Soit M € M, ,(K). Calculer E; ;M.
2. Soit M € M, ,,(K). Calculer ME; ;.

3. Calculer E; ;E}; en fonction des valeurs de i, 5, k, [.

Exercice 1.6 :
Soit U la matrice carrée de taille n ayant tous ses coefficients égaux a 1. Calculer U? pour tout p € N.

Exercice1.7:

01 0 O
. 0 0 1 0
1. Calculer toutes les puissances de 00 0 1
00 0 O
1 1.0 0
1 . 01 10
2. En déduire toutes les puissances de 00 1 1
0 0 0 1



2 Inverse des matrices

Exercice 2.1:

1. Montrer qu’une matrice qui a une colonne nulle n’est pas inversible

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice diagonale soit inversible.

Exercice 2.2:

21 11
I 1 tri 1 2 11
nverser la matrice | ;7 5
1 1 1 2
Exercice 2.3 :
1 0 0
On note G I’ensemble des matrices de la forme M(x) = [ =22 1 z | avec x € R.
-2z 0 1
1. Soit x,y € R. Calculons
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
M@)M(y)=|-2> 1 2| |-y* 1 y|=|-2-y*-22y 1 y+a|=|—-(z+y)?
—2x 0 1 -2y 0 1 —2x — 2y 0 1 —2(z +y)

=M(z +y)

2. Remarquons que I3 = M(0). On a :

1 0 0 1 0 0
Linversede | —22 1 z | est | =22 1 —=z
—2r 0 1 2¢ 0 1
Exercice 2.4 :
2 2 3
Onpose A=|1 1 4
1 -2 1

1. Calculer l'inverse de A via un systéme.
2. Calculer l'inverse de A via les matrices augmentées.

3. Trouver a tel que A% — Tr(A)A? + aA — 1513 = 0 et en déduire que A est inversible.

Exercice 2.5 :
0 1 1
Soit A=(1 0 1
1 1 0
1. Calculer AZ2.

2. Vérifier que A% = A + 2I5.

3. En déduire que A est inversible et donner son inverse.



Exercice 2.6 :
Soient A et B deux matrices de M, (K) telles que AB = A + I,,. Montrer que A est inversible.

Exercice 2.7 :

Calculer (?) ;) pour tout n € N.

Exercice 2.8 :

Calculer ((2) (1)) pour tout n € N,

Exercice 2.9 :

n

110
Calculer [0 1 1 pour tout n € N.
0 0 1

Exercice 2.10:

Soit A € M, (K) telle que A? est combinaisons linéaire de I,, et de A.

1. Montrer que AP est combinaison linéaire de I, et de A pour tout p € N.

2. On écrit que A% = aA + BI,,. Supposons que 3 # 0. Montrer que A est inversible et que A~! est combinaison
linéaire de I,, et de A.

3. Soit A =J, —I,, (ou J, est ma trice carrée de taille n remplie de 1). Montrer que A est inversible et calculer
son inverse.

3 Matrices élémentaires

Exercice 3.1:

-1 1 2

Déterminer 'unique matrice échelonnée réduite équivalente par lignes a 3 9 _1 _9

Exercice 3.2:

Trouver toute les matrices X € M3(R) vérifiant :

0 3 2 1 1 2
1 7 6]=X|1 -5 -2
-1 8 4 -1 2 0



